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PRÉFACE. 


La  première  idée  do  ce  petit  Ouvmpje  rcnionlc  à  en- 
viron trois  années.  A  la  fin  de  novembre  1877,  j'^"^ 
l'honneur  de  soutenir  devant  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris  une  Thèse  sur  les  A  implications  mccnniquos  du 
Calcul  des  quntej-nions.  La  nature  de  mon  Mémoire  ne 
me  permettait  pas  de  présenter  une  exposition  de  la  mé- 
thode elle-même,  et,  d'ailleurs,  je  considérais  que  la 
Théorie  des  quantités  complexes  de  M.  IIolf.l  contenait 
un  développement  suffisant  des  principes  pour  mettre 
le  public  mathématique  à  même  d'en  faire  une  étude 
complète. 

Cependant  on  me  fit  remarquer  et  je  dus  reconnaître 
que  le  savant  et  remarquable  Traité  de  ]\L  Hoiiel  est 
trop  étendu  pour  être  lu  par  tout  le  monde  (j'entends 
tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  Sciences  mathématiques 
et  qui  les  cultivent). 

Plusieurs  amis  insistèrent  près  de  moi  sur  l'utilité 
qu'il  y  aurait  à  publier,  sous  une  forme  très  élémentaire 
et  très  sommaire,  un  exposé  simple  des  éléments  essen- 
tiels de  la  méthode  des  quaternions. 

Je  me  mis  à  l'œuvre;  mais  je  ne  pouvais  consacrer  à 
mon  travail  que  des  instants  de  loisir  arrachés  à  des  occu- 
pations nombreuses,  multiples  et  fort  étrangères  aux 
Mathématiques.  Il  n'est  donc  pas  étonnant  qu'une  œuvre 
si  modeste  ait  demandé  en  apparence  un  temps  aussi 


y,  rnr.FM  F.. 

Ion"-  cl  que  j'arrive  spiileinoiil    mijoiinl'luii   à   pouvoir 

la  pn'scnlor  au  public. 

Ceux  qui  connaissent  «irjà  le  (liilcul  des  (lualcrnîons 
ne  doivent  pas  s'attendre  ici  à  rien  trouver  de  nouveau. 
Par  contre,  j'espère  (pie  les  personnes  étrangères  à  cette 
méthode  et  qui  ont  siiiipleinent  une  instruction  mathé- 
niali(pie  oïdiiKiire  poiiironi  aecpiérlr,  par  une  lecture 
un  peu  attentive  de  celte  Introduction,  une  connaissance 
sullisante  du  calcul  en  question.  Elles  seront  à  même 
d'en  faire  ensuite  des  applications  plus  élevées  ou 
d'ahorder  les  Ouvrages  des  maîtres,  qui  leur  fourniront 
les  moyens  de  s'initier  à  la  méthode  des  quaternions 
d'une  manière  complète. 

.l'ai  pris  comme  modèle,  sans  le  suivre  cependant  pas 
à  pas,  cl  en  v  introduisant  les  modifications  qui  m'ont 
paru  justifiées,  un  Livre  analogue  pulilié  à  Londres  en 
1873,  par  MM.  Kellaind  et  Tait,  sous  le  litre  d'Intro- 
duction to  f/uaf.cr nions.  J'ai  surtout  emprunté  à  cotte 
œuvre  la  plus  grande  partie  des  exercices  traités  ou  pro- 
posés au  lecteur. 

Peut-être  est-il  iilih'  de  donner  ici  quelques  idées  très 
générales  sur  l'esprit  et  sur  le  but  de  la  remarquable 
méthode  d'Jlamilton.  Cela  permettra  au  lecteur  pour 
lequel  le  sujet  est  absolument  nouveau  d'en  aborder 
l'étude  avec  une  précision  d'autant  plus  grande  ;  et  cela 
nie  conduira  moi-même  à  expliquer  et  à  justifier  le  mode 
d'exposition  aucpiel  j'ai  cru  devoir  m'arrôter. 

La  signification  des  signes  -î-  et  — ,  s'appliquant  au 
sens  des  longueurs  portées  sur  une  ligne  droite  indéfinie, 
csl  une  des  créations  les  plus  merveilleuses  du  génie  de 
Dcscarlcs.  C'est  la  base  fondamentale  de  la  Géométrie 
analytique.  Mais,  sans  se  préoccuper  de  la  question  des 
axes  coordonnés,  et  en  s'en  tenant  aux  relations  entre 
longueurs  portées  sur  une  seule  droite,  on  s'aperçoit 
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L'Extrait  suivant  de  la  Préface  indique  bien  tout  d'abord  le  point  de  \ue 
adopté  par  It's  Auteurs  : 

«  11  y  a  aujourd'hui  deux  manières  d'écrire  un  livre  destiné  aux  études:  on  peut 
se  restreindre  aux  Programmes  officiels  et  n'en  pas  franchir  le  cadre;  on  peut  aussi, 
en  suivant  strictement  ces  Programmes  dans  ce  qu'ils  ont  d'obligatoire,  aller  au 
delà  et  essayer  de  les  compléter.  Pour  appliquer  une  science,  il  ne  suffit  pas  d'en 
(ounaitrc  quelques  parties  :  il  laut  être  lumiliarisé  avec  toutes  ses  méthodes,  être 
maître  de  l'ensemlile.  Les  magnifiques  découvertes  de  la  Géométrie  moderne  n'ont 
pas  pénètre  dans  l'enseignement;  délaissées  par  les  programmes,  elles  n'occupent 
pas  dans  la  série  des  études  mathématiques  la  place  qui  leur  est  due;  on  en  parle 
à  peine  et  accessoirement  en  Géométrie  analytique,  où  elles  semblent  bien  à  tort 
être  une  nouvelle  conquête  de  l'admirable  instrument  créé  par  Descartes.  Nous 
sommes  loin  de  reprocher  aux  Programmes  leur  silence  à  cet  égard  :  ils  sont  tel- 
lement charges,  qu'on  serait  mal  venu  à  réclamer  une  addiiion.  Mais  ne  peut-on 
apprendre  un  programme  d'examen  et  essayer  eu  même  temps  de  comprendre  la 
portée  de  la  science  que  l'on  étudie,  en  prenant  nue  connaissance  rapide,  une  vue 
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i;onéra1i-  »!.•  s.<»  principale»  m.'lhod.'s?  Telle  est  la  pensée  qui  iii>us  a  (;iii(l.'s  diiiis 
l'a  compxsilion  tle  cet  ()uvrnt;o;  cVsl  aussi  celle  qui  in>paiiul  dans  la  division  des 
r*rârl«'rt»s  i>mplo\e>. 

>  Born.-  aus  pnrlies  imprimées  on  caractères  ordinaires,  I  Ouvra(;c  est  entière- 
ment conrormo  au»  Pro|'.rainmes  ..flicipis  et  a  l«-ur  esprit.  Les  numéros  imprimés 
fn  petits  r.iraclères  coiitiemient  il'uliles  développements  du  texte  destines  aux  can- 
didate aux  K.oles  spéciales.  Knlin  les  Appendices  sont  consacrés  a  l'exposition  des 
nourelles  nielho.les.  I.'elève  studieux  les  lira  a  son  aise  sans  se  préoccuper  de  la 
nécessite  de  retenir  immedialemenl  tous  les  détails;  il  y  puisera  une  prol'ondc  ad- 
miration pour  la  srieiiee  dont  les  limites  lui  apparaîtront  si  lointaines,  un  goût 
des  spéculations  matliemaliques  qui  donnera  il  son  esprit  plus  de  rectitude  et  de 
lermete;  et  a  mesure  que  son  savoir  gagnera  en  étendue,  |>ar  une  réailion  inevi 
table,  le»  matières  exigées,  éclairées  par  ses  nouvelles  connaissances,  perdront 
|>our  lui  leur  ditlirullè  première.   » 

Les.  .Auleurï;  ont  cherché  à  élucider  toutes  les  questions  dtMicates  ou  fon- 
inentales  <lu  texte.  Suivant  les  conseils  de  Pascal  («),  ilsont  atiaché  le 
plus  grand  prix  à  la  clarU^  et  à  l'exactilude  ries  délinitions.  Nous  indiquerons 
rapidement  quelques  résultats  de  leur  travail. 

Nous  devons  mentionner  la  marche  suivie  pour  supprimer  l'axiome  inutile: 
//7  li^fir  itn.tlc  est  le  /j/iis  court  chemin  d'un  point  à  un  autre,  et  celle  adoptée 
dans  l'exposition  delà  mesure  des  j^randeurs  et  dans  la  rerherclie  des  véritables 
conditions  de  proi>ortionnalilé  de  tieux  ijrandeurs  de  même  espèce,  qui  simpli- 
fie notablement  tous  les  théorèmes  relatifs  à  la  mesure. 

L'Appendice  du  second  Livre,  (jui  a  été  très  augmenté,  présente,  sur  la  ré- 
solution des  problèmes,  des  considérationsqui  doivent  entrer  dans  les  éléments. 

La  théorie  de»  lignes  proportionnelles  dans  le  cercle  été  fondée  sur  l'emploi 
deslignes  antiparallèles,  ce  qui  rend  presque  intuitive  la  solution  d'un  i^rand 
nombre  de  questions,  comme  on  peut  le  remarquer  pour  l'inscription  simul- 
tanée du  décagone  régulier  ordinaire  et  du  décagone  étoile.  Les  propriétés  du 
quadrilatère  inscriplible,  ainsi  (juc  les  réciproques,  ont  été  données  d'une  ma- 
nière fort  siiTiple. 

La  mesure  de  la  circonférence  a  été  traitée  avec  une  rigueur  toute  nou- 
velle qui  ne  laisse  plus  rien  à  désirer,  en  n'invoquant  toutefois  que  des  notions 
élémentaires;  et,  quant  au  calcul  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
tjui  a  été  encore  simiilifié,  les  Auteurs  ont  montré  plus  complètement  qu'on 
ne  l'avait  fait  jusqu  ici  l'identité  des  méthodes  des  périmètres  et  des  isopé- 
rimèlres. 

L'ApjM'ndice  du  troisième  Livre,  ipii  a  été  remanié  et  complété  dans  cette 
nouvelle  édition,  mérite  ime  mention  toute  spéciale. 

L'ordre  suivi  aujourd'hui  par  les  .Vuteurs  parait  préférable.  Après  avoir 
appliqué  le  principe  des  signes  aux  segments  roclilignes  et  aux  angles,  ils 
donnent  la  théorie  des  projections.  Ils  exposent  ensuite  la  théorie  des  Trans- 
versales et  la  théorie  du  rapport  anharmonicpie,  avec  toutes  leurs  consé- 
cjuence»  :  quadrilatère  complet,  faisceaux,  triangles  liotnologiquos,  hexagones 


de  Pa.scal  et  de  Brianchon,  proportion  anharmonique,  p(>le  et  polaire  dans 

le  cercle,  méthodes  des  polaires  réciprofpu'S.  L'Ilomothétic 

conduit  à  la  délinilion  générale  de  la  similitude  et  à  la  méthode  des  figures 


semblables.  F.;i  puissance  d'un  jtoint  par  rapport  à  un  cercle  conduit  de  même 
aux  propriétés  des  Axes  radiiaiix.  Après  a\oir  traité  du  cercle  tangent  à 
trois  cercles  donnés,  ils  ont  cherché  ce  (|ue  devenaient  les  pôles,  polaires, 
axes  radicaux,  centres  de  similitude,  dans  les  cas  limites  où  un  ou  plusieurs 
des  cercles  considérés  se  réduisaient  à  des  points  ou  à  des  droites.  Us  ont 
étudié  avec  plus  de  détails  les  flgures  inverses,  sans  oublier  la  méthode  de 


(•}  Ditcourt  sur  Cesprit ^éoiiièti  'iqua. 
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transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  montré  que  le  rapport 
de  la  tanp;ente  commune  au  produit  des  rayons  restait  le  môme  [)our  le  sys- 
tème de  deux  cercles  et  po;ir  la  fij,'ure  inverso.  Ils  ont  présenté  une  démon- 
stration plus  simple  des  propriétés  du  cercle  des  ncMif  points,  et  fait  connaître 
la  forme  élégante  donnée  par  M.  Casey  à  la  relation  qui  exprime  (|ue  quatre 
cercles  sont  langenls  à  un  même  cercle,  l-lnfin,  ils  ont  terminé  par  lï-xposé 
de  la  nouvelle  transformation  par  semi-droites  réciproques,  due  à  M.  Laguerre, 
et  qui  est  si  ingénieuse  et  si  féconde. 

En  jetant  un  coup  d'œil  sur  la  Table  des  matières,  on  verra  que  l'Appen- 
dice dont  nous  parlons  est  comme  un  Hésumé  de  la  plupart  des  nouvelles 
doctrines  et  la  miilleure  préparation  à  la  lecture  de  la  Gcmicirie  supérieure 
de  M.  (;iiasli'S,  dont  la  librairie  Gaulliier-Villars  vient  de  publier  une  seconde 
édition  depuis  longtemps  réclamée. 

L'homo^iapliie  et  l'involution  ont  été  rejelées  au  huitième  Livre,  là  où  le 
lecteur  doit  être  déjà  familiarisé  avec  l'emploi  des  imaginaires  en  Algèbre,  et 
où  ra[>plicalion  de  ces  méthodes  à  la  théorie  des  coniques  et  à  celle  des 
surfaces  du  second  degré  peut  mieux  en  dévoiler  l'imporlance  et  la  fécondité. 

Dans  l'Appendice  du  quatrième  Livre,  après  avoir  établi  les  formules  de 
Simpson  et  de  Poncelet  pour  l'évaluation  approchée  d'une  aire  plane  ter- 
minée par  tme  courbe  quelconque,  et  une  limite  très  resserrée  de  la  différence 
entre  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  et  celle  de  sa  corde,  les  Auteurs  exposent 
l'une  des  belles  méthodes  de  Steiner  sur  les  maximums  et  les  minimums 
des  figures  planes. 

Les  premiers  paragraphes  du  cinquième  Livre  ont  été  revus  avec  le  plus 
grand  soin,  pour  l'édition  que  nous  annonçons,  et  encore  simplifiés.  Le  pa- 
rallélisme dans  l'espace  est  toujours  étudié  avant  la  perpcndicularilé  ;  mais 
les  Auteurs  sont  revenus  aux  habitudes  de  renseignement,  [)Our  cette  der- 
nière théorie,  en  en  précisant  mieux  le  [)oinl  de  départ.  Us  espèrent  que,  désor- 
mais, la  Géométrie  descri[)tive  ne  présentera  plus  aucune  dd'liculté  à  ceux 
qui  se  seront  assimilé  leur  exposition  du  cinquième  Livre.  L'Appendice  de 
ce  Livre,  consacré  au  quarlrilatère  gauche  et  au  rapport  anharmonique  de 
quatre  plans,  a  été  complété  par  l'étude  rapide  des  propriétés  si  importantes 
de  la  projection  centrale  ou  perspective. 

Dans  le  sixième  Livre,  nous  signalerons  les  démonstrations  relatives  à  la 
mesure  de  la  pyramide  et  du  prisme  tronqués;  l'extension  si  utile  flonnée 
au  mot  tronc  de  pyramide,  qui  facilite  l'interprétation  des  résultats  de  l'Al- 
gèbre; un  théorème  très  général  sur  le  volume  de  certains  polyèdres  ;  et 
enfin  la  théorie  de  la  symétrie  qui,  grâce  à  l'emploi  de  deux  propositions 
fondamentales  dues  à  Bravais,  a  pu  être  réduite  au  dernier  degré  de  sim- 
plicité. 

L'.Appendice  de  ce  Livre  renferme  les  propriétés  générales  des  polyèdres; 
l'analyse  du  beau  travail  de  Cauchy  sur  les  conditions  d'égalité  et  de  simi- 
litude de  ces  corps,  la  théorie  du  centre  des  distances  proportionnelles  avec 
application  à  la  recherche  des  centres  de  gravité,  et  l'évaluaiion  de  l'aire 
latérale  et  du  volume  d'un  tronc  de  prisme  quelconque.  On  a  complété  cet 
Appendice,  dans  l'édition  actuelle,  en  présentant  d'une  manière  plus  netti* 
la  méthode  fondée  sur  la  projection  centrale  et  en  l'appliquant  à  l'importante 
théorie  des  figures  homologiques. 

Les  démonstrations  de  plusieurs  propriétés  des  corps  ronds  ont  subi  des 
perfectionnements.  Nous  noterons  surtout  celle  du  plus  court  chemin  sur  la 
sphère,  qui  semble  avoir  atteint  le  plus  haut  degré  de  généralité  et  de  sim- 
plicité. On  trouvera  encore  dans  ce  Livre  la  section  antiparallèle  du  cône 
oblique  à  bise  circulaire,  les  propriétés  de  la  projection  stéréographique, 
une  démonstration  du  théorème  fondamental  sur  le  plan  tangent  aux  surfaces 
quelconques  qui,  jusqu'ici,   n'avait  été  établi  géométriquement  que  d'une 
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manioreas^cz  peu  satisfaisante,  cl  la  proposition  relative  au  rapport  anhar- 
moniquc  de  quatre  plans  Uingenls  menés  à  une  surface  gauche  par  une 
môme  génératrice.  .      .  ,     ,         .    r.  u-      .    j- 

L'Appendice  (lu  septième  Livre  contient  le  théorème  de  Guldin,  la  démon- 
stration de  la  propriété  dont  jouit  la  sphère,  d'être  maximum  parmi  tous  le- 
corps  de  même  aire,  la  théorie  des  polyèdres  réguliers,  i'h.imologio  dans 
l'espace,  et  des  développements  nouveaux  sur  la  géomélrie  de  la  sphère,  tro|> 
peu  cultivée  dans  li>s  cours.  C'est  la  première  fois  que  la  théorie  des  polyè- 
dres réiîuliers  éltùlés  et  les  ligures  qui  s'y  rattachent  ont  paru  dans  un 
Traité.  Les  Auteurs  ont  analyse  avec  soin  les  beaux  travaux  de  Poinsot,  de 
Cauchy  et  de  .M.  Bertrand  sur  ce  sujet.  L'extension  exacte  et  complète  de  la 
formule  d'Euler  auxpolyèlres  d'espèce  supérieure  leur  a  permis  de  rectifier 
quelques  dé.Mgnalions  erronées  relatives  à  l'espèce  des  nouveaux  corps. 

Le  huitième  Livre  esi  consacré  aux  courlies  usuelles  .  ellipse,  hyperbole, 
parabole,  héliee.  Les  propriétés  fondamentales  de  trois  coniques  ont  été  pré- 
sentées sur  un  plan  uniforme  :  les  Auteurs  ont  particulièrement  étudié  ce 
qui  a  rapport  aux  tangentes.  Un  paragraphe  traite  de  l'ellipse  considérée 
comme  projection  du  cercle  et  des  tracés  si  commodes  qui  en  découlent.  On 
y  remanjuera  une  nouvelle  solution  de  ce  problème  :  Étant  donnés  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'ellipse  en  grandeur  et  en  direction,  construire  les  axes 
de  la  courbe. 

L'Appendice  du  huitième  Livre,  aussi  important  pour  la  Géométrie  de 
l'espace  que  rA|ipendice  du  troisième  pour  la  Géométrie  plane,  a  été  rema- 
nié et  très  augmenté. 

On  V  trouvera  plusieurs  démonstrations  nouvelles.  Il  renferme,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  l'exposé  des  projiriélés  principales  de  rilomogra- 
phie  et  de  l'Involution,  suivies  de  leur  application  à  la  théorie  des  coniques 
et  à  celle  des  surfaces  du  second  degré.  C>ertains  détails  délicats,  tels  quc! 
l'inlroduelioii  des  imaginaires  et  la  notion  si  féconde  des  points  cycliques  d'un 
plan,  ont  été  l'objet  d'im  soin  minutieux.  Nous  signalerons  encore  la  ilémon- 
slration  nouvelle  du  |)riiicipe  fondamental,  l'iniroduction  des  foyers  et  la 
généralisation  de  la  notion  correspondante,  la  marche  simple  qui  conduit  aux 
é(|ualions  des  coniques,  et  l'examen  des  conditions  de  détermination  de  ces 
courbes,  sans  oublier  la  recherche  des  équations  des  surfacesdu  second  ordre. 
L'addition  la  plus  considérable  faite  à  ce  dernier  Appendice  est  relative 
aux  surfai  es  polaires  récijiroques  et  aux  surfaces  apsidales.  Les  Auteurs  ont 
été  ain^i  condniis  à  traiter  de  la  surface  des  ondes  au  point  de  vue  géomé- 
trique. —  Les  curieuses  propriétés  de  celte  surface,  qui  joue  un  rôle  impor- 
tant en  Optique,  méritaient  d'être  exposées  à  la  fin  d'un  Ouvrage  où  l'on  a 
essayé  de  présenter  comme  un  ensemble  des  propriétés  et  des  méth()des  les 
plus  unporlantes  et  les  plus  fécondes  de  la  Géomélrie.  De  billes  figures 
ombrées  permettent  de  se  rendre  com|)te  de  la  forme  de  la  suiface.  C'est 
aussi  la  première  fois  qu'elles  paraissent  dans  un  Traité  qui  a  déjà  eu  la 
bonne  fortune,  nous  l'avons  fait  remarquer,  d'ofTrir  la  première  re|)résentation 
réelle  des  polyèdres  d'espèce  supérieure,  si  bien  exécutée  par  M.  Dulos. 
l'artiste  habile  et  regretté. 

Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  les  Notes  si  importantes  qui  accom- 
pagnent la  première  et  la  seconde  Partie  du  Traité. 

La  Note  1  dp  la  première  Partie  est  consacrée  à  la  Mesure  des  grandeurs. 
et  un  artifice  ingénieux  permet  de  donner  en  toute  rigueur  les  règles  du 
calcul  des  nombres  incoriunensurables.  La  Note  II  traite  de  l'impossibilité  de 
la  quadrature  du  Cercle.  Klle  donne,  en  simpliTiant  quelques  détails,  les  belles 
formules  de  M.  liermiie,  (|ui  ont  servi  de  point  de  départ'  aux  recherches 
remarquables  de  M.  Lindemann  sur  ce  sujet,  et  elle  expose  ces  recherches 
délicates.  La  Note  I  de  la  seconde  Partie  montre  toute  l'importance  de  l'ap- 


plicaliondesdélerminanlsàlaG(^ométrie,  en  établissant  par  ce  moyen  quelques 
lormiilfsfondiimenlalcs  dues  à  iiulcr,  Lai^riinj,'e,  Carnot,  etc.  Knfin,  la  Note  II 
de  celle  int>ino  partie,  éciile  pour  la  ciiupiicMne  édition  que  nous  annonçons, 
est  destinée  à  mettre  le  lecteur  au  courant  de  ce  qu'on  a  appelé  la  Géométrie 
non  Eui Uilicrifif.  Elle  oilre  l'iiitétessant  et  difficile  résumé  des  travaux  si 
orif,'inaux  de  LobaltilielVsky  et  de  Bolyai,  suivis  pins  tard  dans  la  même  voie 
par  d'ii.ibiles  géomètres,  parmi  lesquels  nous  citerons  seulement  Riemann  et 
Beltraiiii. 
Les  Auteurs  ont  enfin  donné  toute  leur  attention  au  style  et  au  choix  des 

lombreux  exercices  énonct'S  à  la  (in  de  chacjue  parlie  et  qui  sonl  (lassés  par 

paragraphes. 

M.  Cliasles,  en  présentant  la  première  édition  du  Traité  de  Géométrie  de 
MM.  Uouché  et  de  Comberou>se  à  l'Aciidéinie  des  Sciences,  dans  la  séance 
du  -icf  no\einbre  i865,  s'est  exprimé  en  ces  termes,  que  nous  reproduisons 
d'après  le  .Moniteur  universel  du  27  novembre  : 

«  Cet  Ouvr:i(Te  se  distingue  sous  deux  points  de  vue.  Premièrement,  les  auteurs 
se  sont  proposé  de  développer  avec  soin  les  matières  exii;ées  par  les  Programmes 
ofliciels,  et  d'y  apporter  touti'  la  précision  et  la  rigucui-  de  démonstration  qui 
sont  le  caractère  pro;)re  des  Mathématiques,  et  sont  la  condition  la  plus  essen- 
tielliî  d'un  enseignenn-nt  destiné  à  préparer  les  esprits  à  la  culture  ultérieure  de  la 
Science.  A  cette  première  partie  sont  jointes  diverses  applications  et  de  nombreuses 
propositions  énoncées  comme  exercices.  Secondement,  l'Ouvra;;e  piesente  une 
innovation  considérable  :  les  auteurs  ont  introduit,  sous  le  titre  dWppendices  aux 
éléments  trop  circonscrits  dans  les  Pi-ojrammes,  un  exposé  succinct  et  précis  de 
quelques  théories  ou  des  mélhodos  les  plus  fécondes  dont  la  Géométrie  s'est 
accrue  depuis  un  cc'rtain  temps.  Ils  ont  reproduit  les  mémorables  découvertes  de 
M.  Poinsol  sur  les  polyèdres  convexiis  et  les  pidyèdres  d'espèce  sup  •rienre.  matière 
ardue,  exposée  avec  une  grande  lucidité,  au  moyen  des  beaux  travaux  de  MM.  Cau- 
chy  et  Bertrand  sur  ce  sujet. 

»  Quant  a  la  Géomotiii^  plane  et  plus  éli^mentaire,  «jni  est  la  base  des  Malhé- 
niatii|ues.  ils  y  ont  iiiti'odiiit  plusieurs  théories  importantes  et  utiles.  On  y  trouvi' 
d'aliord  la  n\i;le  des  siq'nes  dans  les  relations  des  segments  sur  une  même  droite, 
laquelle  n'est  pratiquée  qu'en  Géométrie  analytique,  ainsi  que  la  considération 
des  inias^inaires,  dont  les  auteurs  ont  précise  le  rôle  d'dicat  dans  les  démonstra- 
tions de  pure  Géométrie.  Ces  deux  principes,  la  règle  des  signes  et  les  imaginaires, 
doniuînt  aux  démonstrations  géométriques  la  facilite  et  la  généralité  qui  sem- 
blaient réservées  à  la  méthode  de  Descartes  et  à  l'analyse. 

»  L'Ouvrage  comprend  aussi  les  théories  du  rapport  anharmonique,  de  l'homo- 
gra|)hie,  de  l'involution,  des  figures  corrélatives,  théories  dont  MM.  Rouché  et  de 
Comberousse  montrent  les  usages  et  la  fécondité,  en  les  appliquant  à  la  Géomé- 
trie des  sections  coniques. 

»  L'introduction  de  ces  matières  dans  l'enseignement  s'est  opérée  tacitement, 
par  un  b;'soin  senti  des  élèves  comme  des  professeurs:  c'est,  on  peut  le  dire,  un 
fait  accompli,  qui  recevra  sa  consécration  officielle  dans  un  temps  peu  éloi(;né,  on 
ne  saurait  en  douter.  Ces  matières  trouvent  déjà  leur  place  dans  d'excellents  ou- 
vrages écrits  en  plusieurs  langues  étrangères,  concernant  soit  la  Géométrie  pure, 
soit  la  Géométrie  analytique.  L'Ouvrage  dont  il  est  ici  question,  présentant  avei- 
clarté  CCS  ])riiicipes  de  la  science,  parait  donc  satisfaire  aux  besoins  réels  de  l'en- 
seignement en  France. 

Les  .\uteiirs  ont  été  touchés,  comme  ils  le  devaient,  de  l'approbation  de 
l'iliuslre  Géomètre  cl  de  celle  de  ses  émiiients  Collègues  :  .M.M.  Joseph  Ber- 
trand, Ossian  Bunuel,  etc.  Us  ont  redoubJc  d'efforts  pour  améliorer  chaque 
édition  de  leur  Œuvre  si  importante  et  si  remarquable,  et  le  succès  qui  les 
a  réco.npensés  n'a  clé  pour  eux  qu'un  cncourauement  à  mieux  faire  encore. 
Si  M.  Chasles  pouvait  aujourd'hui  présenter  celle  cinquièiue  édition  à  l'Aca- 
démie des  Sciences,  nous  sommes  certains  que  ses  louanges  seraient  en- 
core plus  précises  et  plus  complètes. 

lo.es        l'aris    —   Imprimerie  île  <;AUTniKH-A  U.I  ARS,  quai  «les  Auguslin,,  li 
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Traité  de  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  Sections  coniques). 
Tra.liiil  do  l'aii^lai.s  p.ir  M.  //.  Jirsn/  cL  par  .M.  /^//m/n'/rt.  -i."  édition 
nantaise,  publiée  d'après  la  6"  édition  ani,duiso,  |)ar  M.  V/nichcret,  ancien 
Élève  (le  l'École  Folytochnicino,  Lieutenant-Colonel  d'Artillerie,  Professeur 
à  l'Éi-oIe  supérieure  de  Guerre,  ln-8;  i88i r-?.  fr 

AVERTISSEMENT    DE   L'ÉblTiaH. 

Nous  publions  aujourd'hui  la  deuxième  édition  franraise  du  Traiié  des 
sections  rnnii/nrs  do  M.  G.  Salnion.  Cet  ouvra;^e  tonne  avec  le  Traité  des 
mtirbts  planes  et  la  (le  nu'tric  à  trois  dimcitsio/is  du  n»éinP  auteur  un 
traité  complet  de  Géométrie  analytique.  On  y  trouve  non  seulement  le 
résumé  des  |)riiicii)ales  reclierclies  auxquelles  a  donné  lieu  la  thc'orie  des 
courbes  du  detuièiiie  de^ré,  mais  encore  l'exposé  a  |)eu  [)rès  complet  des 
principes  foiid(tmeritau.t  de  la  Géométrie  analytique,  et  toutes  les  données 
essi'iilielles  de  X emploi  des  coordonnées  cartésiennes,  trilinéaires  et  laih^en- 
tielles. 

L'examen  de  la  table  des  matières  suffit  ami)lcinent  |)our  donner  une  idée 
de  la  richesse  des  matériaux  qu'il  renferme,  et  de  l'oi'die  méthodique  suivant 
lequel  ils  sont  distribués.  Nous  nous  contenterons  de  citer  ici  :  la  théorie 
des  notations  abrégées  et  SCS  nombreuses  applications;  la  théorie  des 
systèmes  de  codes;  l'étude  analytitiue  et  îréométrique  du  principe  de 
dualité  ;  la  théorie  des  polaires  réciprnipws ;  l'exposé  des  propriétés  harmo- 
nique et  anharni'inique  des  conir/nes;  les  principalesapplications  de  laniéthode 
des  projections  et  de  la  inéthnde  des  infiniment  petits  ;  et  enfin  la  théorie 
des  invariants  et  covariants  des  systèmes  de  coni'pies  qui  transporte,  dans 
le  domaine  géométrique,  toutes  les  ressources  fécondes  de  la  théorie  des 
formes  alL.'ébri(jues. 

.Mais  ce  que  ne  dit  point  la  Table  des  matières  et  ce  que  nous  tenons  à 
noter,  ce  sont  les  qualités  qui  font,  du  Traité  des  sections  coniques  du 
savant  professeur  de  Dublin,  un  livre  éminemment  classique,  la  sage  pro- 
gression avec  laquelle  sont  exposées  les  théories,  le  choix  gradué  de  nom- 
breux Exercices,  l'emploi  systémati(iue  de  problèmes  numérifiues  pour 
préciser  les  applications,  et  surtout  la  netteté  des  démonstrations  et  la 
hauteur  vraiment  philosophique  des  aperçus  généraux. 

Lii  dernière  édition  française  du  Traite  dès  Sections  coniques  ne  diffère 
de  la  première  (pie  par  les  développements,  peu  étendus  du  reste,  donnés  à 
la  théorie  des  coiiiipies  confocales,  à  la  théorie  des  systèmes  de  coniques, 
et  a  l'exposé  des  recherches  concernant  l'hexagone  de  Pascal.  Elle  a  été 
faite  d'après  la  sixième  édition  anglaise,  dont  elle  est  la  reproduction  aussi 
exacte  (pie  possible,  le  traducteur  avant  cherché  avant  tout  à  rendre  fidèle- 
ment toulo  la  pen.sée  de  l'auteur,  et'rien  (pie  la  pensée  de  l'auteur. 
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Aussi  espérons-nous  que  lo  public  voudra  bien  continuor  à  cette  deuxième 
édition  lo  bienveillant  accueil  (juil  a  lait  ^  la  proniicrc. 

Traité  de  Géométrie  analytique  (Courbes  planes),  destine  à  faire  suite 
au  'l'niiff  (les  Srctioris  (■n//i(jttrs.  Trailiiit  de  l'anglais,  sur  la  3"  ('■(iilioii, 
par  O.  C/ic//ii/t,  Iiii;cuicur  dos  Fouis  cl  Cliaiissccs,  Professeur  à  l'École 
des  Ponts  oL  CIkuissccs,  et  augmenté  d'une  lùudc  sur  les  ixnnts  singuliers 
(les  courbes  algébriques  planes,  par  G.  Malp/ua.  In-8:  1S84.  ...      12  fr. 

AVERTI8SEMKNT    DF.    l'kDITICUR. 

Fidèle  au  proLrratnmo  (pie  nous  nous  étions  tracé,  nous  publions  aujour- 
d'hui la  traduction  du  Traité  de  Géométrie  analytique  {Courbes  planes)  dc 
M.  Sahnon.  Cet  Ouvra.s;o  forme  la  suite  naturelle  du  Traite'  des  Sections 
coniques,  et  sa  lecture  est  nécessaire  pour  la  complète  intelliiionce  du 
Traite  de  Géométrie  nnalyti<pic  à  trois  dimensions  du  même  auteur.  On  y 
trouvera  au  même  degré  les  remarquables  cpialités  d'élégance  et  de  clarté 
et  la  hauteur  de  vues  qui  caractérisent  l'œuvre  entière  de  M.  Salmon.  La 
traduction  en  a  été  faite  avec  le  même  soin  jaloux  de  se  rapprocher  de  la 
correction  de  l'original. 

M.  G.  Halphen,  dont  tous  les  géomètres  connaissent  les  beaux  et  nom- 
breux travaux  sur  les  différentes  branches  de  TAnalyse,  a  bien  voulu 
rédiger  pour  nous  une  étude  sur  les  points  singuliers,  dette  Note  constitue 
un  Siémoire  absolument  original  dans  lequel  il  résume,  en  les  com|)létant, 
ses  în'0[>res  travaux  et  ceux  des  géonièlres  cpii  se  sont  occupés  de  cette 
difficile  et  délicate  question.  Nos  lecteurs  le  remercieront  avec  nous  d'avoir 
abandomié  un  inslant  ses  recherches  [)ersonnelles  pour  combler  une  lacune 
regrettable  qui  existe  jusqu'à  présont  dans  les  Ouvrages  de  Géométrie 
analytique. 

Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions.  Traduit  de  l'an- 
glais, sur  la  quatrième  édition,  par  0.  Chemin,  Ingénieur  des  Pouls  et 
Chaussées. 

r*  P.VRTIE  :  Lignes  et  surfaces  du  i"  et  du  -i."  ordre.  li\-8.  avec  figures 
dans  le  texte  ;  1 88i 7  fr. 

Il"  Partie  :  Théorie  générale  des  lignes  et  surfaces  cour!ie<'.  In-8,  avec 
figures  dans  le  texte {Sous  presse.  ) 

AVERTISSEMENT   DE    LÉDITEIR. 

L'accueil  favorable  qu'ont  rencontré  en  France  les  traductions  du  Traité 
des  sections  coniques  et  des  Leçons  d'.-llgèbre  supérieure  de  M.  G.  Salmon 
a  justifié  les  espérances  que  l'on  avait  pu  concevoir  sur  leur  succès. 

Fidèle  au  programme  que  nous  nous  étions  tracé  dès  le  principe,  nous 
publions  aujourd'hui  la  première  Partie  du  Traité  de  Géométrie  analytique 
Il  trois  dimensions ,  du  même  auteur.  Les  matières  contenues  dans  ce  Vo- 
lume en  font  pour  notre  enseignement  classique  la  suite  directe  et  néces- 
saire du  Traité  des  Sections  coniques.  On  y  trouvera  la  théorie  générale 
du  point,  de  la  ligne  droite  et  du  pla/i,  celle  des  surfaces  du  second  ordre 
Cl  des  coniques  s/diériques ;  en  un  mot,  toutes  les  questions  développées 
dans  les  cours  de  .Mathématiques  spéciales.  11  est  à  peine  besoin  de  dire 
que  ces  sujets  sont  traités  avec  cette  clarté  d'exposition,  cette  hauteur  de 
vues  et  ce  mélange  heureux  et  habile  de  Géométrie  et  d'Analyse  qui  carac- 
térisent si  bien  tous  les  écrits  de  l'éminenl  professeur  de  Dublin. 

Ajoutons  que  des  Exercices  nombreux  et  choisis  accompagnent  les  théo- 
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rips  Ips  pins  importantes,  pour  ou  bien  faire  comprendre  l'esprit  et  les  ros- 
sonrcps. 

Le  Volume  que  nous  puMioiis  est  prescjne  une  primeur,  car  la  troisième 
(^(iitiiui  aujjlaise  étant  épuisée  depuis  iiuciiiue  temps,  M.  Saimon  a  bien 
voulu  nous  adresser,  au  lur  et  à  mesure  do  leur  tiraire,  les  feuilles  de  la 
nouvelle  édition  (]uil  prépare,  et  ccst  sur  cette  nouvelle  rédaction  (|ue  la 
irailuclion  a  été  faite. 

Elle  contient  de  nombreuses  et  importantes  additions. 

I^s  coordomiees  de  droites,  imaj^'inées  par  Plucker,  y  tiennent  une  lar;;e 
place,  bien  en  rapport  avec  leur  importance.  En  traitant  par  leur  moyen 
un  assez  {jrand  nombre  de  questions,  l'Auteur  a  mis  nettement  en  évidence 
le  rôle  pour  ainsi  dire  nécessaire  iprelles  jouent  dans  l'étude  des  sur- 
faces. La  théorie  des  invariants  et  des  covarianls  des  (piadriquos  a  clé 
aussi  notablement  amélitirée  et  augmentée. 

Le  traducteur,  en  interprète  respectueux,  na  eu  (pi'un  objet  en  vue  : 
rendre  avec  la  plus  i.'rande  exactitude  une  œuvre  dont  la  concision  et  la 
correction  peuvent  être  citées  comme  un  modèle.  Il  s'estimera  heureux  si 
ce  nouveau  Volurao  reçoit  le  même  accueil  et  rend  les  mômes  services  que 
ses  aines. 

La  deuxième  Partie  de  la  Geornr'tric  n/uilrin/iw  à  trois  dimensions  com- 
prend la  théorie  ijénérale  des  courbes  et  surfaces. 


A  LA  mi:me  mbrairie. 


CHASLES.  -  Traité  de  Géométrie  supérieure.  Deuxième  édition.  Un  beau 
\iiliime  ^rand  in-8,  avec  \7.  planches;  1880.  -/.J  fr. 

CLEBSCH  I  Aliredi.  —  Leçons  sur  la  Géométrie,  recueillie-^  et  complétées 
par  lùrdiiiiiiid  Lindrnuinit,  Professeur  à  l'Université  de  Fribourg  en  Bris- 
gau.  et  traduites  par  Adelphe  Benoist,  Docteur  endroit.  3  vol.  grand  in-8. 
avec  figures  dans  le  texte. 

Tome  l".  —  frailé  de>  sections  coniques  et  Introduction  à  la  tliéorie  des 
formes  algébriques  ;  1879 19.  fr. 

Tome  IL  —  Courbes  algébriques  en  général  et  courbes  du  troisième 
ordre;  1880 i4  Ir. 

Tome  111.  —  Intégrales  abéliennes  et  connexes;  i88'J iC)  fr. 

ROUCHÉ  (Eugène),  Professeur  à  l'Idole  Cnliide,  Examinateur  de  sortie  ii 
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que  tous  les  faits  géométriques  qui  s'accomplissent  sur 
cette  droite  trouvent  ainsi  leur  traduction  dans  l'Algèbre 
des  quantités  positives  et  négatives. 

On  peut  donc  dire  que  le  calcul  de  ces  quantités,  en 
mettant  de  côté  tout  ce  qui  concerne  les  imaginaires, 
c'est  le  calcul  des  ft^its  géométriques  sur  une  droite. 

Celle  première  notion  devait  s'étendre. 

Tout  le  monde  sait  aujourd'hui  combien  a  été  féconde 
au  point  de  vue  des  résultats,  en  même  temps  que  re- 
marquable au  point  de  vue  philosophique,  l'interpréta- 
tion géométrique  des  imaginaires  (la  dernière  à  laquelle 
se  soit  arrêté  Cauchy)  ;  cette  intégration  consiste  à  con- 
sidérer x-^y\J — I  o\\x-\-yi  comme  représentant  la 
droite  qui  part  de  l'origine  pour  aboutir  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  j:  etj}-. 

On  commence  à  connaître  aussi,  même  en  France,  la 
méthode  si  remarquable  de  Géométrie  analytique  plane 
due  à  ]M.  G.  Bellavitis,  et  qu'on  désigne  sous  le  nom  de 
Théorie  des  équipollences. 

Le  calcid  des  équipollences,  c'est-à-dire  le  calcul  des 
quantités  imaginaires,  c'est  le  calcul  des  faits  géomé- 
triques dans  un  plan. 

Et  comme  les  règles  à  appliquer  sont  précisément 
celles  de  l'Algèbre  ordinaire,  on  voit  avec  quelle  facilité 
se  combinent,  se  transforment,  se  soumettent  enfin  à 
toutes  les  opérations  les  faits  géométriques  dont  il  s'agit. 

Il  était  naturel,  dès  lors,  que  l'on  cherchât,  par  voie 
de  généralisation,  à  étendre  aux  faits  géométriques  de 
l'espace  d'aussi  intéressants  résultats.  Des  tentatives  di- 
verses furent  faites  longtemps  dans  cet  ordre  d'idées; 
mais  il  était  réservé  au  génie  d'HAMiLTON  de  surmonter 
les  grandes  difficultés  que  présentait  la  question  et  de 
créer  de  toutes  pièces  une  doctrine  nouvelle,  irrépro- 
chable au  point  de  vue  philosophique,  féconde  en  ré- 


VIII  l'RrFACF,. 

sullals,  cl  h  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  Calcul  des 
(^^ATF.nMO^s. 

On  pont  dire,  en  résumé,  que  IcCalcnl  des  quaternions, 
c'est  r.'\l};èhrc  des  fails  géoméirifjucs  de  l'espace. 

Le  premier  élémonl  à  consi(l('rer,  par  analogie  avec  le 
plan,  c'est  la  droite  limit('e  (|iii,  parlant  de  l'orif^ine, 
ajtoiiiil  ."i  nn  point  (|iieIconqne,  el  rpie  l'on  représentera 
par  nn  seul  svinhole.  Comme  denx  di'oites,  toujours  par 
analogie,  doivent  être  géométriquement  égales  (ou  équi- 
pollcntes)  lorsqu'elles  ont  même  longueur,  même  direc- 
lion  et  même  sens,  on  peut  définir  le  symbole  unique 
qui  les  représentera  l'une  ou  l'autre  par  l'expression 
d'une  translation.  C'est  à  ce  symbole  qu'on  donne  le 
nom  de  vecteur,  et  les  vecteurs  sont  la  base  fondamen- 
tale, l'élément  essentiel  et  primordial  de  la  mélliode 
des  quaternions. 

Si  l'on  cherche  à  s<nimcltre  les  vecteurs  ei  l'addition 
ou  à  la  soustraction,  ou  à  les  multiplier  par  des  facteurs 
réels,  l'analogie  avec  le  plan  se  poursuit  absolument,  et 
les  difficultés  sont  nulles. 

Mais,  dès  qu'on  arrive  à  la  notion  de  multiplication,  la 
question  devient  épineuse  et  délicate;  il  faut  se  donner 
une  définition  fpii  peut  sembler  |)lus  ou  moins  arbitraire, 
et  l'on  s'aperçoit  très  bien  cpi'on  n'est  plus  là  sur  le  do- 
maine des  fjnanlilés  imaginaires  de  l'Algèbre  ordinaire. 
La  considération  du  inpport  i^éoniclri(/ne  de  deux  vec- 
teurs (ou  de  la  ]>ira(li(ile)  fournit  la  solution  de  la 
question  ;  mais,  en  étudiant  les  biradiales,  en  les  com- 
binant entre  elles,  on  arrive  par  la  force  des  choses  à 
reconnaître  bien  vite  qu'il  faut  des  règles  nouvelles  au 
nouveau  calcul.  Toutes  les  modifications  qui  se  pro- 
duisent dérivent  d'un  fait  unicpie,  dont  l'importance  est 
énorme  :  c'est  que  «  la  mnltipliealion  n'est  plus  commu- 
tative  en  général  ».  Tontes  les  autres  propriétés  de  la 
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multîplicilion  sont  conservées,  mais  non  pas  celle-là. 

L'Alf^rhro  nouvelle  qui  en  résulte  présentera  donc 
certaines  dillicullés  spéciales,  et  l'on  peut,  si  on  le  juge 
convenable,  en  profiter  pour  faire  la  crilicpie  de  la  mé- 
thode des  quaternions  cl  déclarer  qu'il  v  a  là  un  incon- 
vénient fondamental  et  grave. 

Mais  cet  inconvénient  résulte  de  la  nature  même  des 
choses.  Il  représente  la  traduction  exacte,  formelle,  d'un 
fait  précis  ;  de  telle  sorte  cpi'il  serait  peut-être  plus  sage 
de  voir  là,  tout  au  contraire,  un  avantage  sérieux, 
puisque  l'Algèbre  des  faits  géométriques  de  l'espace  ne 
saurait  exister  sans  cela. 

Les  ressources  que  présente  cette  Algèbre,  la  con- 
cision qu'elle  permet  d'introduire  dans  les  calculs,  le 
caractère  intuitif  qu'elle  donne  à  certaines  solutions, 
l'étendue  et  la  variété  des  applications  auxquelles  elle 
se  prête,  nous  ne  les  développerons  pas  ici.  Mais  nous 
ferons  remarquer,  d'après  ce  qui  précède,  tout  l'intérêt 
qu'il  y  a,  dans  une  première  initiation  surtout,  à  ne  pas 
séparer  un  seul  instant  les  symboles  des  faits  réels  dont 
ils  sont  la  représentation,  et  à  ne  pas  laisser  l'esprit  du 
lecteur  perdre  de  vue  ces  faits  géométriques,  qu'il  s'agit 
d'exprimer  et  de  combiner.  Autrement,  on  s'exposerait 
à  donner  peut-être  un  caractère  quelque  peu  répugnant 
à  son  exposition,  en  froissant  les  habitudes  d'esprit 
les  plus  ordinaires,  comme  celle  de  la  commutativité 
de  la  multiplication,  sans  raison  visible  et  bien  jus- 
tifiée. 

Je  crois,  pour  mon  compte,  qu'il  faut  chercher  dans 
ce  procédé  d'exposition  trop  exclusivement  analytique 
l'une  des  causes  principales  de  la  défaveur  dans  laquelle 
les  quaternions  sont  restés  si  longtemps  en  France,  dé- 
faveur dont  ils  commencent  à  peine  à  se  relever,  alors 
qu'à  l'étranger,  en  Angleterre  et  en  Amérique  surtout, 


on  en  fait  tani  trusafi^o  dans  toutes  les  brandies  des  Ma- 
ihcnialiqucs  appliquées  (  *  ). 

On  ne  s'étonnera  donc  pas  (pie  nous  aNons  tenu  à  ap- 
puyer constanimenl  le  déhul  de  notre  exposition  sur  des 
considérations  géométriques,  avec  une  insistance  qui 
pourrait  sembler  excessive  et  presque  puérile  sans  les 
considérations  qui  précèdent. 

Un  mot  seulement  des  notations.  Comme  dans  ma 
Thèse  de  1877,  j'ai  cru  devoir  adoptir  presque  exclusi- 
vement celles  introduites  par  M.  Hoiiel,  et  qui  me  pa- 
raissent oflrir  des  avantages  considérables  au  point  de 
vue  de  la  clarté,  lleprésenter  constamment  les  caracté- 
ristiques spéciales  par  des  lettres  gothiques  et  adopter 
des  caractères  différents  pour  chaque  nature  de  symbole  ; 
faire,  par  exemple,  que  dans  a  on  reconnaisse  toujours 
un  vecteur,  dans  n  ou  a  une  quantité  algébrique,  dans  a 
un  angle,  dans^un  quaternion,  dans  A  un  point,  c'est, 
à  mon  avis,  rendre  lisibles  des  calculs  f[ui  parfois  devien- 
draient sans  cela  assez  difficiles  à  suivre.  Je  regrette  vi- 
vement de  rester  en  désaccord  sur  ce  point  avec  M.  Tait, 
le  célèbre  disciple  d'IIamilton,  cpii  trouve  que  INI.  Hoiiel 
a  altéré  l'œuvre  du  maître.  Pi.rfectionner  n'est  pas  dé- 
truire. 

Sur  un  point  cependant,  j'ai  renoncé  à  la  notation  de 
M.  Houtl  :  c'est  pour  la  représentation  des  fonctions 
vectorielles  linéaires,  qu'il  désigne  par  D  ;  ce  signe  a  le 


(')  Il  est  juste  d'ajouter  cependant  que,  même  en  France,  il  parait  y 
a*oir  une  tendance,  depuis  quelques  années,  à  revenir  de  l'oubli  in- 
juste dans  lequel  on  a  laisse  le  calcul  d'Hamiltoii.  C'est  ainsi  que  l'in- 
tercssant  Ouvrage  de  M.  Tait,  An  elemerttarY  Treatise  on  quaiernions, 
qui  a  eu  deux  éditions  en  Angleterre,  vient  d'être  traduit  en  français 
par  M.  Plabr,  l'un  de  nos  compatriotes.  Cette  traduction  est  actuelle- 
ment sous  presse,  et  tout  permet  d'espérer  que  la  publication,  confiée 
aux  soins  de  M.  Gauthier-Villars,  ne  s'en  fera  pas  trop  longtemps  at- 
tendre. 
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dclaut  f^ravc  de  ne  |jouvoir  s'exprimer,  el  on  ne  peut  le 
modifier  que  par  des  indices.  Je  suis  revenu  aux  carac- 
téristiques d'Hamillon,  <|>,  ^  ,  — 

Je  résumerai  maintenant  de  la  façon  la  plus  brève 
l'exposé  de  la  division  adoptée  dans  celte  Inlioduciion. 

Le  Chapitre  P'  traite  de  l'addition  et  de  la  soustraction 
des  vecteurs,  et  de  leur  multiplication  par  des  quantités 
réelles.  Je  le  termine  par  des  considérations  très  simples 
sur  les  «  points  moyens  »  ou  centres  de  gravité. 

Dans  le  Chapitre  II,  le  plus  important  pour  l'étude  de 
la  méthode,  je  traite  de  la  multiplication  et  de  la  division 
des  vecteurs.  C'est  là  que  s'introduisent  les  éléments  et 
les  notations  indispensables  à  l'intelligence  de  la  doc- 
trine. On  remanjuera  la  démonstration  de  la  propriété 
associative  de  la  multiplication,  (jue  je  me  suis  efforcé 
de  présenter  d'une  manière  logique  et  aussi  simple  que 
possible,  et  qui  est  absolument  fondamentale. 

Immédiatement  après,  dans  le  Chapitre  III,  se  trouvent 
inditjuées  des  applications  des  notions  précédentes  à  la 
géométrie  de  la  ligne  droite  et  ilu  j)lan  ;  |)uis,  dans  le 
Chapitre  IV,   à  la  géométrie  du  cercle  et  de  la  sphère. 

Le  Chapitre  V  renferme  des  notions  élémentaires  sur 
la  dilferentiation  des  quaternions,  qui  me  paraissent 
utiles  pour  l'élude  des  tangentes  aux  courbes  dont  on 
s'occupe  dans  les  Chapitres  suivants. 

Les  Chapitres  VI,  VII,  VIII  ont  ])uur  objet  l'applica- 
tion dcs([ualernions  à  des  questions  concernant  l'ellipse, 
l'hvpcrbole  et  la  parabole,  respectivement. 

iJans  le  Chapitre  IX,  j'ai  groupé  un  certain  noiiibie 
de  formules  non  encore  étudiées  dans  ce  qui  précède  et 
iloiil  l'usage  e>l  cependant  d'une  grande  utilité  dans  les 
applications.  (Quelques  exemples  permettent  déjuger  de 
l'utilité  de  ces  formules. 

Le  Chapitre  X  est  consacré  à  IN-tude  des  équations  du 
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|)rcmier  degré;  il  m'a  .scinhlc  l>on  de  le  laiic  précéder 
l'examen  des  surfaces  du  second  ordre.  J'ai  surlout  in- 
sisté sur  la  luélhode  si  iiiléri'ssaiile  invenlée  par  Ilainil- 
lon  pour  elTeeluer  TinNersion  de  la  fonclion  '1'. 

Kiiliii  le  Cliajtilre  \l  el  dernier  a  pourohjcl  quelques 
notions  sur  la  géométrie  d</s  surlaccs  du  second  ordre. 

A  la  suite  de  chaque  Chapitre  se  trouvent  un  certain 
nombre  d'énoncés,  proposés  au  lecteur  comme  exercices. 

J'aurais  désiré  donner  aussi  quelques  applications  à 
la  géométrie  générale  des  courbes  et  des  surfaces,  à  la 
Mécanique  rationnelle  et  à  certaines  questions  de  Phy- 
sique mathématique^  mais  j'ai  dû  reconnaître  qu'en  en- 
trant dans  cette  voie  j'aurais  excédé  les  limites  que  je 
m'étais  tracées^  celte  Jnlroductiun  aurait  perdu  le  carac- 
tère de  simplicité  et  de  brièveté  qu'il  faut  lui  conserver 
si  l'on  veut  qu'elle  soit  utile.  Force  m'a  donc  été,  non 
sans  regret,  de  renoncer  à  donner  de  plus  larges  dévelop- 
pements aux  applications. 

Dans  les  calculs  qui  se  rapportent  à  l'exposition  de 
la  doctrine,  ainsi  (jue  dans  les  raisunnemcnts,  je  me  suis 
constamment  efforcé  de  rendre  renchaînemenldes  idées 
aussi  clair  que  possible,  à  tel  point  qu'on  pourrait  peut- 
être  me  reprocher  une  minutie  excessive  et  une  trop 
grande  insistance  sur  des  choses  presque  évidentes;  mais 
on  ne  saurait  trop  s'attacher  à  aplanir  les  difficultés  lors- 
tju'il  s'agit  d'une  étude  nouvelle. 

J'ai  cru,  au  contraire,  pou\oir  me  départir  de  ce  svs- 
tème  dans(juelqucs-uns  des  exercices  traités.  Là,  parlois, 
les  solutions  sont  seulement  indiquées,  et  le  lecteur  est 
appelé  à  développer  un  certain  travail  personnel  en  uti- 
lisant les  notions  antérieui'cment  aecjuises. 

On  trouvera  ci-a|)rcs  une  bibliographie  des  quater- 
nions,  bien  incomplète  et  insulïisante  sans  doute  ;  elle  ne 
sera  pas  inutile  cependant  à  ceux  qui  se  sentiraient  pous- 
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ses  vers  réludc  de  ce  Calcul  cl  (jui  désireraient  explorer 
un  domaine  dans  letjuel  il  reste  tant  à  trouver  encore. 
En  terminant,  je  dois  adresser  mes  remereimenls  les 
plus  sincères  à  M.  Iloiiel,  qui  m'a  encouragé  et  aidé  de 
SCS  conseils  comme  il  l'avait  l'ait  pour  mes  précédents 
travaux;  à  mon  excellent  camarade  M.  Genty,  ingénieur 
des  Ponts  et  Chaussées,  qui  cultive  la  méthode  des  qua- 
tcrnions  et  m'a  confié  de  nombreuses  Notes  (|ui  seront, 
je  l'espère,  publiées  un  jour,  notes  auxquelles  j'ai  fait 
plusieurs  enqjrunts  ;  et  eiilin  à  mou  ami  M.  Edouard  Lu- 
cas, qui  a  bien  voulu  sacrifier  un  peu  du  tenqjs  qu'il 
consacre  avec  tant  de  succès  à  la  science  des  nombres 
pour  me  donner  son  concours  dans  la  tâche  ingrate  de 
la  correction  des  épreuves. 

Paris,  Décembre  1880. 
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ERRATJ. 


Page  \,  ajouter,  après  le  W  ô  :  L'cf;alité  de  diroction,  on  le  paralldismo. 
de  deux  vecteurs  a  et  a'  s'cxpiinic  par  la  iiolatiori  a  ||  a'. 

Pape  •i\,  ligue  2,  au  lieu  de  \\,  lisez  CH. 

Page  .'|3,  ligne  7.  au  lieu  de  O.VR,  lisez  AOK. 

Page  5o,  formule  (')),  au  lieu  de  cj     ?  lisez  oj  -• 

Page  ôfi,  ligne  3   en  remonlaul,  au  lieu  de  a'',  Usez  a". 

Page  58,  ligue  ')  en  remontant,  au  lieu  de      A,  lisez  •-  A. 

Page  fî'i,  ligne  rt  en  remontant,  au  lieu  de  CA,  lisez  CD. 

Page  91,  ligne  .ï,  au  lieu  de  la  cord'^,  lifez  le  cercle. 

Page  Qt,  ligne  9,  après  a  l'équation  »,  ajoutez  a  d'une  droite  ou  ». 

Page  95,  ligne  i3,  au  lieu  de  (72),  lisez  (73). 

Page  96,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  le  point  f,  Usez  le  point  d'in- 
tersection F. 

Page  ii'i,  ligne  3,  au  lieu  de  P,  lisez  P. 

Page  125,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  du  point  y,  lisez  du  point  Y. 

Page  i3o,  ligne  '|,  au  lieu  de  p6le,  lisez  ceutre. 

Page  173,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  5aiw,   lisez  S  abc. 

Page   U)7,  ligne  2,  au  lieu  de  V(\V\<:n.n,  lisez  U(aUacb.b\ 

Page  197,  ligne  3  eu  remontant,  au  lieu  de  plu,  lisez  plus. 

Page  198,  ligne  8.  au  lieu  de  Uml,  lisez  c  étant. 

Page  208,  formule  (5),  au  lieu  de  ii  x<I>a  =  1,  lisez  S  \<^A  —  o. 
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INTRODUCTION 


MÉTHODE  DES  QUATERNIO.NS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ADDITION    KT    SO  L  ST  R  A  CT  I  0.\    DES    VECTEUR?. 


Vecteurs.  —  Définitions.  —  Notations. 

1.  Un  vecteur  est  l'expression  d'une  translation  rcc- 
liligne.  Lorsqu'une  ligure  subit  un  tel  mouvement  de 
translation,  tous  ses  points  décrivent  des  lignes  droites 
égales  en  longueur,  parallèles  et  dirigées  dans  le  même 
sens.  Un  point  quelconque  A,  par  exemple,  ayant  atteint 
la  position  B,  la  droite  AB  définira  complètement  la 
translation,  et,  par  ce  symbole  AB,  nous  représenterons 
le  vecteur  dont  il  s'agit.  Nous  appellerons  A  ïoiigine 
du  vecteur  cl  B  son  exlrémité. 

Pour  plus  de  concision  dans  les  calculs  et  les  for- 
mules, nous  emploierons  fréquemment  une  seule  lettre 
pour  désigner  un  vecteur,  et  alors  ce  sera  invariable- 
ment une  petite  capitale,  a  par  exemple. 

Si  la  figure,  après  avoir  été  soumise  à  la  translation 
dont  nous  venons  de  parler,  vient  à  se  mouvoir  encore 
dans  la  même  direction,  dans  le  même  sens  et  d'une 
même  longueur,  il  est  permis  de  dire  que  cette  nouvelle 
translation  est  égale  à  la  première;  le  point  B  arrivant 
de  la  sorte  en  C,  la  droite  BC  sera  le  prolongement  de 

L.   --  Qiiatt'riiions.  I 


AH,  d'une  longueur  égale  à  celle  de  celle  première 
droile,  el  nous  diions  ([ue  le  vrcfrii/-  \M]  esl  cgal  au 
vecteur  AI>. 

La  définilion  ([ui  précède  nous  conduit  tout  nalurel- 
Icmcnl  à  repiéscnicr  par  le  inriue  SMid)olc  deux  droites 
quelconques  de  l'espace  avant  même  longueur,  même 
direction  et  même  sens,  et  à  dire  que  ces  deux  droites 
sont  des  vecteurs  égaux.  L'expression  d'égalilé,  de 
même  que  le  signe  :=  employé  ])Our  la  représenter, 
prend  ainsi  un  caractère  plus  général  qu'en  Algèbre  or- 
dinaire. 

2.  Si  1  on  choisit  un  point  arbitraire  de  l'espace  pour 
origine  fixe,  les  divers  vecteurs  qui  se  présenteront  dans 
une  question  (pielconque  pourront  être  ramenés  à  avoir 
tous  leur  origine  en  ce  point  fixe  O;  et,  Ox\  étant  paral- 
lèle à  Cl),  par  exemple,  de  même  sens  et  de  même  lon- 
gueur, nous  écrirons 

(i)  CD=zOA  =  A. 

Généralement,  lorsqu'un  vecteur  aura  ainsi  une  ori- 
gine fixe,  nous  le  désignerons  par  hi  ??tciue  lettre  qui 
représente  son  extrémité,  écrite  en  i)etlte  capitale. 

3.  Le  nombre  qui  mesure  la  longueur  d'un  vecteur, 
rapportée  à  une  certaine  unité,  esl  désigné  par  gran- 
deur, module  ou  tenseur  de  ce  vecteur  (  '  ). 


(')  L'expression  toiilc  iiatiiri'lle  de  grandeur  est  celle  employée  par 
M.  Rcllavilis  dans  sa  théorie  des  c<|uip<illences;  la  dénomination  de /no- 
dule  correspond  à  celle  qui  est  couramment  employée  dans  la  théorie  des 
quantités  complexes,  et,  quant  au  terme  de  tenseur,  dont  nous  ferons 
moins  souvent  usa[;e,  il  y  avait  lieu  de  le  mentionner,  |iarce  qu'il  a  été 
introduit  [>  ir  llamilton  et  parce  qu'on  y  trouve  la  justification  de  la 
caractcribtiquc  î,  qui  sans  cela  paraitrait  peut-être  (icu  rationnelle. 


—  3  — 

Celte  griuulciir  se  désigncr.T  soit  par  la  caractéris- 
tique gr,  soit  par  la  caractcrislique  î,  soit  enfin  j)ar  la 
même  lettre  qui  représente  le  vecteur,  écrite  en  carac- 
tère romain.  Ainsi  l'équation  (i)  ci-dessus  entraîne 
pour  conséquence 

grCD  =  grOA  i^  tOA  =  £a  =  ;i. 


Vecteurs  de  sens  contraires. 

4.  Il  est  évident  cpie  le  vecteur  AB  et  le  vecteur  BA 
sont  essentiellement  différents,  dans  la  théorie  qui  nous 
occupe;  mais,  si  la  figure  qui  a  subi  d'abord  la  transla- 
tion AB  subit  ensuite  la  translation  BA,  elle  revient  à 
sa  position  première,  comme  si  elle  avait  gardé  le  repos. 
Il  est  donc  naturel  de  regarder  comme  nulle  la  somme 
algébrique  des  dcu\  vecteurs  AB  et  BA;  par  conséquent, 
si  le  premier  est  désigné  par  -1- c,  le  second  devra  l'être 
par  — c.  Les  signes  -h  et  —  exprimeront  ici,  comme 
en  Algèbre  ordinaire  et  en  Géométrie,  les  deux  sens  dif- 
férents selon  lesquels  on  peut  suivre  une  même  direction, 
mais  ils  ne  présentent  pas  de  signification  absolue. 

Addition  et  soustraction  de  vecteurs  parallèles.  —   Multiplication 
par  des  quantités  algébriques.  —  Vecteurs  unitaires 

5.  Tant  que  nous  considérerons  des  vecteurs  de  même 
direction,  il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que 
l'addition  et  la  soustraction  s'opéreront  d'après  les  règles 
de  l'Algèbre  ordinaire.  Ainsi,  dans  l'exemple  du  n"  \, 
le  vecteur  AC  sera  égal  à  AB -f- BG  ou  aAB.  Si  nous 
posons  AB  =  A,  AG=;2A.  De  cette  première  notion 
on  passe  immédiatement  à  la  multiplication  par  un 
nombre  entier  quelconque,   puis  par  un  nombre  frac- 
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lionnalrc  et  cnC\n  par  un  nombre  incommensurable,  ce 
nombre  pouvant  èlre  soil  posilil,  soil  négalif.  on  vertu 
de  la  convention  tlu  nnuiéro  précédent. 

Le  svnibole  a  peul  jusqu'ici  se  traiter  comme  une 
quantité  al-ébriquc  ordinaire,  et  nous  pouvons  énoncer 
les  propositions  suivantes  : 

DeiLV  vecteurs  parallèles  ont  entre  eux  le  même 
rapport  que  les  nombres  qui  mesurent  leurs  longueurs, 
ce  nombre  étant  positif  ou  négatif,  selon  que  les  élec- 
teurs considères  sont  de  même  sens  ou  de  sens  con- 
traires. 

yous  les  vecteurs  parallèles  à  une  même  direction 
peu\'ent  se  représenter  par  des  produits  de  nombres 
algébriques  réels  par  un  même  vecteur. 

Réciproquement,  plusieurs  vecteurs  représentés  par 
nii  \.  ///o  A,  ///;i  A,  ...  sont  parallèles. 

Le  symbole  a  ne  pouvant  s'appliquer  qu'à  une  seule 
direction,  il  en  résulte  que  tout  vecteur  ayant  une  direc- 
tion dilTérente  ne  saurait  être  représenté  par  le  sym- 
bole p\,  p  étant  un  nombre  algébrique,  et  il  faudra 
recourir  alors  à  un  autre  symbole,  tel  que  b. 

6.  On  voit,  sans  qu'il  soit  utile  d'y  insister  davantage, 
que  toutes  les  règles  de  rAlgèbre  ordinaire  s'appliquent 
rijroureusemenl  aux  additions  et  soustractions  de  ^ec- 
tcurs  ayant  une  direction  u/iique,  cl  m\\  multiplications 
de  ces  vecteurs  par  des  nombres  algéb/iques  réels. 

7.  Si,  dans  la  direction  du  vecteur  a  et  dans  le  même 
sens,  on  cboisit.un  vecteur  ayant  une  longueur  égale  à 
l'unité,  ce  dernier  sera  dit  i^ecteur  unitaire,  et  nous  le 
représenterons  par  la  notation  Ua.  D'après  cela,  et  en 
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Ncrlu  des  n*^'^  3  cl  5,  nous  pourrons  donc  écrire 

(2)  A  =:  <Z.a.Ua  =  a.UA, 
le  module  étant  cssenliellemenl  positif. 

Addition  et  soustraction  de  vecteurs  quelconques. 

8.  Soient  AB  et  BC  deux  vecteurs  de  directions  difTé- 
rentes.  ISous  (\\vons  pai-  définition  que  \  addition  de  ces 
deux  vecteurs  donne  pour  somme  le  vecteur  AC,  qui 
représente  é\idemment  à  lui  seul  la  même  translation 
que  celle  résultant  des  deux  translations  successives 
AB,  BC. 

Pour  appliquer  cette  définition  à  deux  vecteurs  quel- 
conques, on  transportera  le  second  à  la  suite  du  premier, 
de  telle  sorte  que  l'origine  de  l'un  coïncide  avec  l'extré- 
mité de  l'autre.  Si  AB=  a,  LM  =  b,  par  exemple  {fi  g-  i), 
doivent  être  ajoutés,  nous  construirons  BC  =  L^I  =::  b, 
et  AC  =  A-f-B  =  c  sera  le  résultat  de  l'addition.  En 
eflTecluant  cette  addition  dans  un  ordre  inverse,  nous 
aurions  pu  construire  AD  =  LM  =  b,  puis  DC  =  AB=^a, 
et  la  somme  eut  encore  été  AG  =^  c,  car  la  figure  ABCD 
est  un  parallélogramme.  Par  conséquent,  l'addition  des 
vecteurs,  comme  l'addition  algébrique  ordinaire,  jouit 
de  cette  propriété  importante,  représentée  par  la  re- 
lation 

(3)  A  -t-  B  =  B  H-  A. 

On  conclut  immédiatement  de  là  que,  dans  une  somme 
de  plusieurs  vecteurs,  on  peut  intervertir  comme  on 
l'entend  les  vecteurs  sans  altérer  le  résultat. 

Renia/f/ue.  —  11  est  bien  évident  que,  dans  l'addition 
de  deux  ou  plusieurs  vecteurs,  la  longueur  de  la  somme 


—  G  — 
n'osl  pas  du  lonl  r'i;alt\  cm  i^riu'ral,  à  la  somme  dos  lon- 
^'uoiirs  lU's  voclours  ajouU'S. 

Î1.  Suii  (|iit'  l'on  définisse  la  souslraolioii  comme  en 
Arilliméliqne,  par  ropc'ralion  in\crse  de  raddilion,  soit 
(pic  l'on   emploie  la  notion  des  vecteurs  de  signes  con- 

Fig.    I. 


Iraires  (4),  la  dilTércnce  des  deux  vecteurs  AC  :=  c, 
AI3  =  A  (Jig-  i)  sera  donnée  par  BC  =^  b,  c'csl-à-dire 
(pi'on  aura 

AC  —  AB  =  AC  +  BA  =  BA  -f-  AC  =i  BC. 

Il  n'y  a  donc  pas  à  considérer  la  soustraction  comme 
une  opération  particulière;  elle  se  ramène  immédiate- 
ment à  l'addition,  exactement  comme  en  Algèbre  ordi- 
naire. 

lleniaif/iics.  —  i.  \  étant  un  point  quelconque,  on 
peu  t  toujours  écrire  le  vecteur  AB  sous  la  forme  XB — XA, 
ou  encore  AX  —  BX. 

11.  La  dilTércnce  AB  —  CD  est  identique  à 
AC  —  BD  ^    DB  —  CA, 


car  on  a,  d'après  ce  qui  j)rccède, 

AB-    XR  -XA, 

CDr^XD— XC, 

AB  — CD:       XC  — XAj  — (XD  —  XB    =  AC  —  BD. 

10.  L'addilion  de  deux  vecleurs  finis  de  directions 
difit'rcnles  no  saurait  cvidcninicnl  donner  un  résultai 
nul,  comme  le  montre  la  seule  inspection  de  la  fig.  i. 
De  là  celte  conséquence  très  importante  et  d'un  usage 
continuel  dans  les  applications  : 

A  ei  B  ikaiiL  deux  vecteurs  finis  de  directions  diffé- 
rentes, si  l'on  a  la  relation  ni\  -\-  n  b  =^  o,  ni  et  n  étant 
des  nombres  réels,  il  s'ensuit  nécessairement  m  =  o, 
//  =  o. 

Corollaire.  — Dans  la  même  hypothèse,  m,  n.p,  q 
étant  des  nombres  réels,  si  l'on  a  m  a  H-  «  d  =  />  v  H-  //  b, 
il  s'ensuit  nécessairement  m  =  />.  /!=</. 


EXERCICES. 

l.    Les  diagonales  d'un  parallélogramme  se  coupent  nnducl- 
lemcnl  en  parties  égales. 

Fig.  2. 


Soit  0  {fig'  2)  le  point  de  rencontre  des  diagonales  du  paral- 
lélogramme ABCD.  On  a  '0 

AO  =  a-.AC,      BO=r).BD. 


Or 


on  peut  donc  écrire 


—  8  — 

AO^  AB  -+-  BO; 
x.AC  =  ABh-.)  .BD, 


cVst-.^-ilirc 


r   AB4-BCI  ^AB+jBC—  AB), 


juiisqiie  AB  =^  DC. 
De  i;i 

r  4- r  —  I     AB -f-  (.r  — j;BC=:0, 

et  |);ir  coiist  (|uenl     10) 

r  -f-  r —  I  -7^  o,     .r  —  ^v=  o, 


ce  qui  donne 
Ainsi 


x—jr  —  ^. 

AO~UC,        BOrriz^BD. 

2.    Les   intdianrs  <t  lut  triangle  se  rencontrent  en  un  même 
Fig.  3. 


A  K  B 

point  tjiti  divise  chacune  d'elles  au  tiers  de  sa  longueur. 
Posons  [Jîg.  3)  AB  =  B,  AC  =  c.  Alors 


BC  =  c— n.      AE=^,      AF-— 1      BD  = - 
2  2 


Si  nous  considérons  le  point  0,   intersettion  des  médianes  AD 
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et  BE,  lions  avons 


AO  =  .r.AD  =  x(  B-i- -     -J  =  -   B-i-c), 
BO  =  )-.BE=j(  ^  —  B 


Donc 


X  ,  ,  /  c 


-;b-i-cj  =  b-;-j(--b 


(^'-•) 


De  là 


-+y  —  \  =  o,     X  —)  —  o, 


ce  qui  donne 

x=f  —  l. 
Par  suite. 

AO=|AD. 

En  cherdiant  l'intersection  de  AD  avec  CF,  on  aurait  trouvé 
évidemment  le  même  point. 

Remarques.  —  I.  Le  milieu  D  de  la  droite  qui  joint  les  deux 

points  B  et  C,  déterminés  par  les  vecteurs  b  cl  c,  est  déterminé 

...                ,                   B  -f-  c 
lut-meme  par  le  vecteur • 

2 

II.  Si  l'on  détermine  les  points  A,  B,  C  par  trois  vecteurs  a, 
B,  c  issus  d'une  origine  quelconque,  le  point  0  ^qui  est,  comme 
l'on  sait,  le  centre  de  gravité  du  triangle)  se  trouve  déter- 
miné par 

2  AB  -»-  AC  1  ,  A  -f-  B  -1-  c 


B  A  -T-  c 


3         2  3  3 

3.    On  prolonge  {fig.  4)  ^^^  côtés  AB,  BC,  CA  d'un  triangle 


lO 


lie  longueurs  V>Y,  CD,  AE  égales  respeethcmcnt  aitr  moitiés  de 
ces  eôtéi  :  tr-niiycr  les  inlersectio'is  G,  H,  K  des  droites  AD, 
BE,  CF. 

Fie-  i 


C  D 


Posons 

BC  —    ^.A,     CA  —  2n; 

nous  avons  alors 

BD  =  3a,     CE  — 3b. 

Or 

BIv  =  .r.BE  =  .r(2A  -t-  3b), 

et,  (l'aiilre  part, 

BK  — BD4-j.DA  =  3a-hj  (2b  —  a). 
Égalant  ces  deux  valeurs, 

2.JA  +  Z.r^zzz  (3  -  JJA  -4-  2)-n. 


c'est-à-dire 


i.rr:3— J-,       3./;=  2;-, 


Ainsi 


•'    7'        J    7* 

BR  =  4BE     ou     Els.=:iEB. 
On  aurait  do  nie* me 

FG—IFC,     DH=iDA. 

DIv=2DA,      AK=:;DA. 


De  plus. 


et,  (le  même, 


BG  =  fEB,     CII=:fFC. 


4.  Les  droites  joignant  les  niiliciix  des  eôtés  opposes  d'un 
qttadidatcie  jtlait  ou  gditclie]  se  coupent  jxir  piuties  égales 
en  un  point  qui  se  tiome  situé  au  milieu  de  la  droite  joignant 
les  mi  lieu. V  des  diagotiales. 

Soit  AliCD  /?«'.  5  .un  (juadrihilèrc;  appelons  lespcctive- 
menl  E,  Y,  G.  II,  K,  L  les  milieux  des  droites  AB,  BC,  CD,  DA. 


Fig.  5, 


AC,  BD.  Rapportons  les  cpiatie  points  A,  15,  C,  D  à  une  origine 
commune  0  quelconcpic,  et  soient  a,  n,  c,  n  les  vecteurs  OA, 
OB,  OC,  OD. 


,     A  -f-   lî 


Le  vecteur  du  point  E  sera  (  Exercice  %  Remarque  I  j 

c.  -f-  lî 

celui  du  ])oint  G,  ',  par  conséquent,  celui  du  milieu  de  EG 


sera 


A  4-  B         C.  -4-  n 

1 . 

2  ?. 


A  -4-  B  -f-  C  ^-  n 


De  même  le  vecteur  de  F  est  — — ■-,  celui  de  H, >  et 


celui  du  milieu  de  Fil, 


n  -4-  n 


Eiilin,  K  il  pour  vcclcur  -- — ',  et  L, Donc  le  vcctcui 


A  4-  B  4-  c  H-  D 

liu  inilii'u  de  KL  est 7 


Ainsi,  los  milieux  de  KG,  de  TU  cl  de  KL  coïncident  en  nn 
même  point  X,  ce  qui  démontre  le  ihcorème. 

5.  Si  par  un  point  quelconque  D  [fîg.  6),  pris  n  l'intérieur 
d'un  parallclo-frammc  OBCA,  on  mène  des  paiallèles  EF,  GlI 


aux  deux  côtés,  lest/ois  diagonales  OC,  EH,  GF  concourent  en 
un  même  point. 

Soient  —  =  m,  rr^  ==  n.  Posons  OA  =  a,  OB  =  b. 
OA  OB 

Si   nous  cherchons  rintcrscction  I  de  OC  et  de  GF,  il  nous 

suffira  d'écrire 

OG  +  a:.GF  =  «.OC, 

c'est-;i-dirc 


'A-l-j:[«nH-(i  —  m)K'\^=  u[\  -\- 


De  là 


nx  =  u,      (  I  —  /njx  -I-  m  ^^  u, 
ce  qui  donne  immédiatement 


m  -{-  n  —  I 
Celle  exj)ression  tt;int  symétrique  en  m  et  n,  on  trouverait 


-     i3  — 
évidemment  la   même    valeur  si    l'on    cherchait    l'intersection 
de  OC  cl  de  RU.  Donc  cette  intersection  n'est  antre  f[uc  lepoint  I 
déjà  trouvé,  si  bien  ([uc  les  droites  OC,  GF,  EH  se  rencontrent 
en  un  même  point. 

10        ,     ,  V      M  mn 

Jiei/ian/nc.  —  Le  rani)ort  v-,  est  eral  a  -     —  =  , ,-, ;  » 

^  ''         IC  M  — I       (i — ///)(i  —  n: 

et  par  conséquent  à  celui  des  aires  des  deux  parallélogrammes 

OGDE,  OACB. 

G.  Lex  inilicu.c  des  trois  (ha'^oiudes  d'un  quadrilatère  com- 
plet so/it  en  ligne  dro.te. 

Soit  OACBDE   [fig.    7I    le   quadrilatère.    Posons   OA  =  a, 
OB  =  If,  OE  =  w.v,  OD  ---^  nu. 


Fig. 


Pour  déterminer  OC,  nous  n'avons  qu'à  écrire 
OC  —  OA  +  .r.  AD  =  OB  4-.)  .BE, 
c'est-à-dire 

A  -^xlnii  —  A  )  =  B  H-  j'  (  m  A  —  K  ) , 


d'où 

I  —  .v  =  mr,      I  — j=:n.r 
Par  conséquent, 


m  —  I                   //  —  I 
1     ;  = 


m(  n  —  1  'I  //   ni  —  i  ^ 

OC  =   -^ A  +  — B, 


—  i4  — 

et 

OF—  -7— ,['"["  —  i)a  -+-«(m  — 1  )b], 

2 ( mu  —  •  ) 

OG=i(A-^B), 

OH  =\{m\  4-  //b), 
ce  qui  donne 

FG  =  —, — ^ -n[('«  —  0'^  -^  ("  —  '>]' 

7.[nin  —  i) 

Gn  =  |[(m  — l).v-+-  {n  —  i)B]  =  {,nn  —  i]FG. 
Donc  les  points  F,  G,  Il  sont  en  ligne  droite. 

Polygones  fermés.  —  Vecteurs  coplanaires.  —  Points 
en  ligne  droite.  —  Points  coplanaires. 

1 1 .  D'après  la  défînilion  même  de  l'addilion  des  vec- 
teurs, il  est  évident  que  la  somme  des  veeleurs  repré- 
sentés par  les  cotés  successifs  d'un  polygone  fermé  quel- 
conque (plan  ou  gauche)  est  identiquement  nulle. 

11  suit  de  là  que,  si  A,  b,  c  sont  trois  veeleurs  de  direc- 
tions diUcrenlcs  et  co/>/n/iaires  (on  appelle  ainsi  ceux 
qui  sont  situés  dans  un  même  plan,  l'origine  étant  sup- 
posée commune),  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  relation 

,  I  )  a\    7-  ba  -h  ce  =  o 

par  des  valeurs  algébriques  de  a,  h,  c. 

En  effet,  on  peut  construire  un  triangle  dont  les  côtés 
soient  respectivement  parallèles  à  a,  b,  c,  et  la  somme 
des  trois  vecteurs  représentés  par  les  côtés  de  ce  triangle 
sera  précisément  de  la  forme  a\  -h  l>n  -{-  ce. 

Il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de  satisfaire  à  la  rela- 
tion (i);  en  elTct,  si  l'on  avait  en  même  temps 

(  2  )  a'  \  -h  0'  B  -h  c'  C  =  O, 
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l'éliminalion  de  c:  ciilrc   les   ('([iiiilions  (i)  cl  (2)   nous 
Joiinciail 

(t  h  a  b' 

-  K  -\ B=:         AH jB, 

c  c  c  c 


a  _  «'        h       // 
c        c'        c        c' 


c  ost-a-dirc 


a        b        V 


a         b' 

de  Iclle  sorte  que  les  valeurs  «',  h' ,  d ^  proportionnelles 
à  (i^  b,  c,  ne  constituent  pas  un  système  nouveau. 

11  est  évident  qu'un  vecteur  x  peut  toujours  se  mettre 
sous  la  forme  ak  -\-  Lb,  a  et  b  étant  deux  vecteurs  copla- 
naires  avec  \. 

12.  Si  A,  B,  c,  vecteurs  de  directions  différentes,  ne 
sont  pas  coplanaires,  il  est  impossible  de  satisfaire  à 
la  relation  (i)  par  des  valeurs  de  a,  b,  c  différentes 
de  zéro. 

Car  as.  -f-  b\i  -t-cc  représente  évidemment  la  diago- 
nale d'un  parallélépipède  construit  sur  trois  droites  pa- 
rallèles à  A,  M,  c,  diagonale  qui  ne  peut  s'annuler  qu'au- 
tant que  ces  droites  s'annulent  elles-mêmes. 

Si  donc  on  obtient  une  relation  de  cette  forme  (i) 
dans  une  question  quelconque,  sachant  que  les  vec- 
teurs A,  B,  c  ne  sont  pas  coplanaires,  il  s'ensuivra  «  :=  o, 
h  =  o .  c  =  Q. 

Si  l'on  obtient  une  relation  de  la  même  forme,  sachant 
que  a,  b,  c  ne  sont  pas  nuls,  il  s'ensuivra  que  les  trois 
vecteurs  a,  b,  c  sont  coplanaires. 

Ces  conséquences  sont  importantes  au  point  de  vue 
des  applications. 
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J{cnitir(/iir.  —  Elanl  donnt'  un  voclciir  quelconque 
OX  :^  \,  on  peut  toujours  le  jnellio  sous  la  (orme 
«A  -h  ^B  -I-  ce,  pourvu  que  A,  it,  c  soient  trois  vecteurs 
non  eophinaiies.  Il  sullil  c\  idcniinenl  j)Our  cela  de  con- 
struire un  parallélépipède  avant  pour  arèles  des  droites 
de  mêmes  ilireclions  que  OA:— :A,  OB^^u,  OC  =  c, 
et  pour  diagonale  0\,  c'est-à-dire  de  mener  par  X 
trois  plans  respeclivemenl  [)arallèlcs  à  OHC^,  OGA, 
OAB. 

13.  Soient  A,  B,  c  trois  vecteurs  coplanaires,  de  même 
origine  O,  et  cherchons  la  condition  pour  que  leurs 
extrémités  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite. 

Il  faut  (pi'on  ait 

AB^.r.AC, 
c'est-à-dire 

B  —  a=j:(c        a),      [x  —  i)a4-b  —  j:c  =  o. 

En  assimilant  celle  dernière  relation  avec  l'équation  (i), 
on  voit  que  dans  ce  cas  on  a 

(3)  a-^-  b  -h  c  =  o. 

Réciproquement,  si  les  équations  (i),  (3)  sont  simul 
tanément  satisfaites,  les  points  A,  B,  C  sont  en  ligne 
droite. 

Car  alors  on  a  aussi 

<7A  H-  ^A  H-  f  A  ^n-  o 
cl,  par  soustraction  de(i), 

é  (  B  —  A  )    +-  C  (  C  —  A  )  =z  O, 

ce  qui  prouve  que  AB,  AC  ont  la  même  direction. 

14.  Pour  que  qualre  points  A,  B,  C,  D  soient  copia- 


■  / 
naircs,  il  faut  cl   il  siillil   (|iic  les  \cclctirs  M»,  A(i,  Al) 
le  soicnl  ciix-rnrnics.  Donc  on  anra  (II)  une  rclalion  i\e 
la  foinic 

/.AR  +  »t.AC  +  //.AD  — o 

ou,  rapporlanl  les  qualrc   points  A,  13,  C,  D  à  une  ori- 
gine commune  quelconque  O, 

—  (  /  -h  ///  -I-  //  ]  \  -+-  /  B  -f-  ///  c  4-  //  n  ;=  o. 

Celle  équation  peul  se  mellrc  sous  la  forme 

(  4  )  <7  A  +  />  n  +  r  c  -{-  c/n  =r  o , 

en  V  joignant  la  condition 

(5)  (7  -+-  //  -1-  c  -f-r/~o. 

On  peut  encore  écrire,  pour  exprimer  que  A  est  clans  le 
plan  BCn. 

A  =r  /; .  lî  -f-  <y  .  c  +  r.n, 

p,  (7,  /•  satisfaisant  à  la  condition 

A?  H-  7  -I-  /  =:  1  . 


EXERCICES. 

7.  Si  les  droites  joi 'pliant  les  soumets  eon-espondtnts  de  deux 
triangles  concourent  en  un  tm^me  point,  les  points  de  rencontre 
des  côtés  correspondants  sont  situés  sur  une  même  dro'te. 

Soient  [Jig.  8)  ABC,  A'B'C  les  deux  triangles,  O  le  point 
de  concours  de  AA',  RB',  CC,  et  D,  FI,  F  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  coirespondants  BC,  B'C,  .... 

Posons  OA  =  A,  OA'  =  ///a,  015  =  b,  OB'  =:  //b,  OC  =  c. 
OC'=:/;c. 

I,.  —   Quntcr/ii'o/if.  2 


—   .8  — 
Nous  avons 

0F=0xV  +  3.BA=r:0A'-+-  r'.B'A', 
c'cst-à-dirc 

F  =:  0F=  V  -4-  z(a—  b)  =z/ii\  4-  z'  [m\  —  hb). 
Fie-  8. 


De  là 


et 


i  -h  z  =  ni(i-h  z'),      z  =  nz',      z  =z 


m  '  n  —  j^  \  -h  n  '  m  —  i  '  n 


'  m   . —   1  I  1 


De  même, 

—  n'  p  —  \]  fi  -\-  p  '  /i  —  i)c 
u  = : , 

>i  ~p 

—  p'  m  —  l '^  ('  -*-  //;   /;  —  i  )  a 

F.  =   • 

]>  —  m 
Si  nous  posons  maintenant 
f—[m  —  n][p  —  \),    d=[n—p){m  —  i),    c  =  [p~m)[n—i), 
il  en  resuite  qu'on  aura 

(In  -4-  e  F.  -t-  f?  =  G 
et  en  même  temps 

fl  -T-  e  -T-f=  0. 
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Donc  ^  13]  les  points  D,  E,  F  sont  en  liync  droite. 

8.    Si  un   quadrilatère   A,  B,  B^  A.,   '  fig.  9)   est  coupé  par 
une  sécante  quelconque  A3  Bj,  les  points  de  rencontre  des  dia- 


gonales  Cj,  Ci,  C.>  des  tiois  quadrilatèrae;  ainsi  formés  sont  en 
ligne  dioite. 

Soient  a,  b  ileu.x.  vecteurs  unitaires  suivant  AjA»,  Bj  B2  res- 
pectivement, et 

OAi-^a,A,      0A.;=a2A,      OA^^ajA, 
0B,=:1),B,     OB.=  b,B,     OB.^b.B. 

Pour  trouver  Cj,  nous  écrirons 

0C3=0A,  +  .^-.A,B,=  0Bi+^.BiAî, 


Delà 


et 


C3  z=  a,  A  -i-  .r  [bjB  —  ajA^  =  bjB  -i-  _)'  (a^A  —  bi  b). 

^I-.r^=:ajj,       b,  ,1— J^=b,.r,      •'•  =  — r -T" 

a,  U,  —  aiiJj 

a ,  a,  I  b,  —  b,  I A  +  b,  h,  f  a  1  —  a,  )  b 

C   r::^  ^^ ^ ^ • 

'  ajb,  —  a,b. 


20 


Di-  mcmo 


a,a,fb, —  l), )a  -}-  l»,l),  (a,—  a^)n 
Ci  = i i — ' 

a, a,  (hs —  1),  ]a  4-  l)J)i  fa,  —  a,  )« 

Cj  — ■ j -r— 

ajba— a,b, 

Posant  //jZEiajbafaib,  — aobj),  »,  =  ;i,  1), 'a,  bj  —  ajbj), 
Mj=  ajbj  ^ijb.,  —  "ib,\  on  voit  qu'on  a  à  la  fois 

//,c,  -f-  u^r.^  -+-  ii^c^=:  o, 
«,  H-  l'i-h  «3=  o, 

ce  qui  ik'niontro  la  j)ropriété  énoncée. 

!).  /.('  point  d'intersection  tics  me  dan  es  d'à  n  tri(nv^ie,  le  point 
d'intersection  des  liautenrs  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  sont 
sur  une  même  droite,  que  le  premier  de  ces  p  oints  disùse  (huit  le 
rapport  de  l    /<  3. 

Soient  G,  H,  K  [fi^-  lo)  ces  trois  points  respectifs.   Posons 
Fig.  lo. 


CH  —  aK,  CA  =  !)T..  Alors  (Exercice  2) 

(l)  CG  =if^/A  - /.b". 

D«'  plus, 

A  D  :=  ^  (  cos  G .  A  —  B  ) , 

BE  =  n[  cos  G.  lî  —  a  ) , 


et,  pour  détonniiicr  H,  nous  ('ciii'ous 

H  z=:  bi\  -\-  y  h[  COsC.  \  —  b)  :=  rt  A  +  aa'cosC.  n  —  a\ 

d'où 

/;    1 — }     r=.rrtCOsC,    a\\ — .r'=:)OcosC,    xa^ -. , 

•^  '  ^  >       -  sin-C 

V  siirC^ 

Enfin,  on  écrivant 

CK  =CF  4-  //.ADi^CT  +  c.BE, 
on  trouverait,  sans  j)liis  de  peine, 

1  3  ]       CIv  =  — r— r-;  [  (  "  —  ^  cos  C  ]  a  +  (  ^  —  a  cos  Cul. 
^  a  sm'  C  "^  ^  ■    ■' 

Des  relations  (1),  (2),  (3)  on  déduit 

•      ^CK  +  CII  —  3CG  =0, 

(;e  qui  montre  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite,   puisque 

2  -f-  1  —  3  =  0. 

De  plus,  cette  relation  pouvant  s'écrire 

2(CK  — CG;  +CH  — CG  =  o 
ou 

2GK-^Gl!  =  o,     2KG  =  CH, 

on  voit  que  le  point  G  est  situé  au  tiers  de  la  droite  KII. 
Vecteurs  moyens.  —  Points  moyens. 


15.  Nous  avons  déjà  remarqué  (Exercice  2)  que  le  vec- 
teur du  milieu  de  la  droite  AB  est  ■ si  A  cl  b  sont 

les  vecteurs  de  A  et  B  respeclivement,  cl  que,  a,   b,  c 


t'ianl  les  vecteurs  cli>  A,  H.  C   le  vecleiir   du   point   de 

1  »  !•  1  •         1       A  nr^  A  -I-  n  -4-  c 

rencontre  des  médianes  du  IriansJc  AliL.  est • 

"  .-) 

De  inrine  (Exercice  i),  le  milieu  de  la  droite  qui  joint 

les  milieux  des  diagonales  du  (|ua(lrilalère  ABCD  a  pour 

A  -f-  B  -4-  r  H-  i> 
vecteur  — 


Généralisant  cette  notion,  nous  pouvons  considérer  ti 
vecteurs 

OA,  =  A,,     0A,=  A, 0A„  =  A„ 

cl  chercher  à  interpréter  la  nioyciuie  de  ces  vecteurs  ou 
le  vecteur  moyen 

,^r                     A,  -f-  A,  -4-  ...  -f-   A„ 
Ou  Z=  G  =  • 


Il  est  presque  évident,  et  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à 
le  démontrer,  que  le  point  G  obtenu  de  cette  manière 
est  le  centre  des  moyennes  distances  de  A, ,  Ao,  .  .  . ,  A„, 
ou,  plus  simplement,  le  point  moyen  de  ce  système  de 
points. 

Ce  point  équivaut,  comme  Ton  sait,  au  centre  de 
gravité  d'un  svstèmc  de  poids  égaux,  placés  en  A,, 
A.,,...,  A,. 

1G.  Lne  conséquence  presque  immédiate,  c'est  que  la 
somme  de  tous  les  vecteurs  issus  du  point  moyen  et 
(iboutissant  aux j)oinls  du  système  est  nulle. 

Car  la  relation  ci-dessus  peut  s'écrire 

(  A,  —  G  )  -l-  '  A.  —  rJ  -f-  .  .  .  4-  [  A„  —  G  )  =;  O, 

c'est-à-dire 

GA,-f-GA2+  .  . .  H-GA„— o. 
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17.  Soient  trois  systèmes  de  jx^inls,  le  premier  formé 
des  points  ayant  pour  vecteurs  a,,  Ao,  .  .  . ,  a,,,  le  second 
de  B|,  Bo,  .  .  . ,  B^,,  et  le  troisième  do  la  réunion  des  deux 
premiers.  Si  g,  h,  k  sont  les  vecteurs  des  points  moyens 
respectifs  de  ces  trois  systèmes,  nous  aurons 


A,  -I-  A,  -*-...   -4-  A„                          H|  -I-  B,  -f-   .  .  .    -4-  B, 
C  =  5  II   =Z  


P 

A,  -h  A,-t-  .  .  .  -4-  A,  -f-  n,  -I-  B,  -f-  .  .  .  -^  B„ ne  -\-  pn 

Il  -\-  p  lï  -\-p 

Donc  (13)  le  point  K  est  sur  la  droite  HG. 

18.  Si  plusieurs  poids  différents  />,,  /)2,  .  .  .  ,  p,i  sont 
placés  aux  points  A|,  Ao.  •  .  . ,  A„,  il  est  facile  de  voir, 
en  considérant  d'abord  deux  points,  puis  trois,  et  ainsi 
de  suite  de  proche  en  proche,  que  leur  centre  de  gra- 
vité G  aura  pour  vecteur 

/y,  A,  -i-  p,.\.,-h  .  .  .  -4-/P„\„ 


Pl-h-  p,->r-  .  .       -t-p„ 


11  est  évident  par  là  que  les  conditions  établies  aux 
n°'  13  et  14  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite 
ou  pour  que  quatre  points  soient  dans  un  même  plan 
reviennent  à  exprimer  : 

Que  l'un  quelconque  des  trois  points  est  le  centre  de 
gravité  de  deux  poids  quelconques  placés  aux  deux 
autres  points; 

Ou  que  l'un  quelconque  des  quatre  points  est  le  centre 
de  gravité  de  trois  poids  quelconques  placés  aux  trois 
autres  {>oints. 


-    24    - 


KXERCICES. 

10.  On  joi/it  les  sommets  d'un  Ictiacdic  au  r  points  de  ren- 
contre des  nudiancs  des  faces  opposées  :  ces  quatre  droites  se 
coupent  en  un  même  point,  qui  divise  chacune  d'elles  au  quart. 

Soient  a,  b,  c,  u  les  vecteurs  des  quatre  sommets,  a,,  b,,  c,,  d, 
ceux  des  points  de  rencontre  des  médianes  des  faces.  On  aura 

B-^C-f-U  C-l-»-f-A  l>-|-A-fB  A-l    B  +  C 

A.=  — 3— ,         B.=  -^^-,       -.-—3—'        "'=-3-' 


et  le  centre  de  gravité  des  quatre  sommets  aura  pour  vecteur 

A  -r  B  ^    C-i-  Il 


ce   qui  dt'niontre  renoncé  du  ihcorènie  et  fait  voir  en  même 
temps  que  le  pcjint  G  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
milieux  de  deux  arêtes  opposées  quelconques. 
On  a  aussi 

A,  -1-  B,  -f-  c,  -^  n. 


c'est-à-diie  que  le  point  moyen  des  quatre  sommets  est  le 
même  (jue  celui  des  quatre  points  Aj,  Di,  Cj,  D,.  C'est,  comme 
l'on  sait,  le  centie  de  gravité  du  tétraèdre. 

11.  Sur  les  celés  sue  ccssi/s  d'un  j,oh  go/ic  fei //ié  Aj  A.,  .  .  .  A„ 
{plan  ou  gauc/ie]  on  porte  des  longueurs  A,  H,,  AoB^,  ..., 
■^ii^/i  pi'>l  oïlionneUes  à  ces  cet  es  :  dé/i,o//trcr  que  le  point 
mojen  des  points  Bj,  Bo,  .  .  .,  B„  est  le  même  que  celui  des 
points  Aj,  Ai,  .  .  .  ,  A„. 


Soit,  cil  effet, 

A.B,        A,Bî  A„B„ 


=  /c. 


Nous  aurons 

A,B,=  /.A, A. 
ou 

n,  —  .\i=  /  (aj—  a,), 

B,r=  (i  —  /JA,  +  /a_,. 

B2=:  fl—   /,)a2+  /.A3, 
B„  =  (l  —  X)a„+   ^Aj, 

Lt,  en  ajoutant, 

B,  +  B2-I-  .   .  .  +  B,;  :    :  Aj  -f-  Aj  -f-  .   .   .  -^ 

ec  (jui,  en  divisant  i)ar  //,  duniontre  le  théorème. 


e 'est-à-dire 
De  mèiue, 


EXERCICES  FROPOSES  SLR  LE  CUALLIRE   PREMIER. 

1.  Le  (juadrilatère  ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés 
d'un  quadrilatère  (plan  ou  gauche)  tst  un  paralk'Ioj,aammc.  Le 
point  moyen  des  sommets  est  le  même  pour  ce  parallélogramme 
et  pour  le  (puidrilatère  donné. 

•2.  ABCD  est  un  parallélogramme;  un  construit  les  points 
P,  Q,  R,  S  et  1'',  Q',  R',  S'  de  telle  sorte  que 

AP  _  BQ  _  CR  _  DS  _ 

ÂB  ~  lu:  ~  eu  ~  DA  "" 


—  a6  — 

et 

AK  _  BQ    _  CIV  _  ps;  _  ^, 

AIT  ~  "BC  ~  CD  ~  DA  ~ 

Puis  on  prend  les  inlcrsoctidns  K,  F,  G,  U  de  PQ  ot  P'Q', 
QR  tt  Q'R',  RS  cl  R'S',  SI'  et  S' P'  resi)ccti\ ornent.  Di'nion- 
lici-  : 

1°  Que  l'QRS,  P'Q' R'S'  sont  des  p:irallelo|^Manimes; 

?"  Que  EFGH  est  un  parallélogramme  construit  au  moyen 
dePQRS,  comme  P'Q'R'S'  l'est  au  moyen  de  ABCD; 

3"  Que  tous  ces  parallélogrammes  ont  même  point  moyen. 

3.  On  construit  sur  les  côtés  d'un  (piadiilatèie  ABCD  les 
points  P,  Q,  R,  S  de  telle  sorte  que 

AP  _  150  _  Cï\  _  OS  _ 
ÂB  ~  BC  ^  CD  "~  DÂ  ^  '' 

/  étant  différent  de  ^.  Démontrer  que,  si  PQRS  est  un  parallé- 
logramme, il  en  est  de  même  de  ABCD. 

4.  Les  bissectrices  des  angles  extérieurs  d'un  triangle  ren- 
contrent les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  sur  une  même 
ligne  droite. 

5.  Les  diagonales  d'un  parallélépipède  se  coupent  mutuelle- 
ment en  parties  égales, 

G.  ABCD  est  un  parallélogramme;  E  est  le  milieu  de  AB. 
Démontrer  que  les  droites  AC,  I>K  se  coupent  mutuellement  au 
tiers  de  leur  longueur. 

7.  ABCD  est  un  parallélogramme;  QP  est  une  parallèle  ({uel- 
conque  à  DC;  PD,  QC  se  rencontrent  en  S,  et  PA,  QB  se  ren- 
contrent en  R.  Di'montrer  que  RS  est  parallèle  à  AD. 

H.  Si  par  un  point  quelconque,   intérieur  au  triangle  ABC, 


—  ^7  — 

on  mvnc  trois  droites  MX,  PQ,  RS  i'CS))orlivcnK'nl  j);iiallùlcs  à 
AR,  liC,  CA,  et  jusqu'aux  côtés  du  triangle,  on  aura 

M.\        PQ        RS 

1 -H =  ?.. 

Ali         lîC        CA 

9.  On  joint  le  point  0,  inti'rieur  au  triangle  ABC,  au\  trois 
sommets  par  des  droites  qui  rencontrent  les  côtés  BC,  CA,  AI> 
en  D,  E,  F  respectivement.  Démontrer  qu'on  a 

A  F  BO  CE  _ 
FB  DG  ËÂ~  '■ 

10.  Soit  E  mi  j>oint  quelconque  sur  la  médiane  AD  d'un 
triangle  ABC.  On  joint  BE,  CE,  et  ces  droites  rencontrent  en 
F,  G  respectivement  les  côtés  AC,  AB.  D  'montrer  que  FG  est 
parallèle  à  BC. 

11.  Les  trois  bissectrices  des  angles  d'un  triangle  se  ren- 
contrent en  un  mcaie  point. 

12.  Soient  AD,  BE,  Œ  trois  droites  passant  par  un  même 
point  et  coupant  en  D,  ?:,  F  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle 
ABC;  L  l'intersef  tion  de  EF  et  de  BC;  M  celle  de  FD  et  de  CA; 
N  celle  de  DE  et  de  AB.  Démontrer  que  L,  M,  N  sont  en  ligne 
droite. 

13.  Soient  OBCA  [/îg.  G  un  quadrilatère  gauche  quel- 
conque; E,  F,  G,  H  des  points  sur  les  côtés  construits  de  telle 
sorte  que 

OE        AF  _0G_B1II 
0B~  AC  ~ÔÂ  ~  ÎÎC' 
Démontrer  ; 

1°  Que  les  deux  droites  EF,  GH  se  rencontrent; 
2°  Que  les  trois  droites  OC,  EH,  GF  concourent  en  un  même 
point,  comme  dans  le  cas  particulier  de  l.i/"^.  6. 


—     2S     — 

IV.  Constniire  un  tétraèJic,  claiit  donnes  les  p;)ints  moyens 
<Io  tontes  SCS  faces. 

I.'i.  On  a  un  système  de  points  .\;,  a,,  .  .  .,  a„.  On  les  joint 
entre  eu\  |)ar  des  droites  de  tontes  les  manières  possibles,  et  l'on 
prend  k-s  niilieux  m,,  m.,,  ...  de  tontes  ces  droites.  Le  point 
moyen  des  points  m,,  .  .  .  est  le  mèniecpie  celui  des  points  v, 
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CHAPITRE  II. 

il  l  I,  Tl  IM,  ICVT  ION    IvT    DIVISION     I»  IC  S   VECTEIRS. 


Biradiâles.  —  Définitions  et  notations. 

19.  Jusqu'à  prrsonl.  dans  raddition  ou  la  sousiraclloii 
des  vecleurs,  cl  dans  leur  iiinllijdicalion  par  des  quan- 
lités  algébriques,  les  refiles  du  calcul  ordinaire  s'aj)|)]i- 
quent  sans  aucune  modification.  Il  n'en  sera  plus  de 
même  dans  ce  qui  va  suivre.  Les  règles  à  adopter,  et 
aussi  rinterprélalion  des  résultats,  dépendront  des  défi- 
nitions et  des  con\entions  que  nous  allons  maintenant 
introduire. 

La  première  notion  qui  se  j^réscnte  acluellemenl  à 
nous  est  celle  du  rapjiovL  géo/nclrù/ue  de  deux  vecteurs, 
auxquels  nous  pouvons  supposer  une  origine  commune, 
tels  que  OA,  OB.  C'est  à  ce  rapport  que  nous  donnerons 
le   nom   de   hiradiale,    et  nous  désignerons   une   bira- 

dialc  soit  par  la  nolalion  algébrique  ordinaire  ——5  soit 

d'une  manière  analogue  à  un  angle,  en  écrivant  AOB. 
Dans  les  deux  cas,  OA  est  dit  vecteur  inilial  et  OB 
vecteur  final  âiç  la  biradiale. 

L'idée  de  biradiale  implique  à  la  fois  la  notion  de 
grandeur  nuniéri(jue  (  rap|)ort  des  longueurs  des  deux 
vecteurs),  celle  d'angle  (^ angle  formé  j)ar  les  deux  vec- 
teurs) et  aussi  celle  d'orientation  (direction  du  plan 
des  deux  vecteurs).  Cette  seule  considération  nous 
montre  a  j}rio/i  que  dans  la   représentation  analvtique 
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«l'iino  hiradiale  dcvroiil   ligiiror  f/iialfc   quantités  algé- 
l)ii(Hies  rrpoiulanl  :    i"  à  la   gniiulcni-  ou  au  module; 
2°  à    Vting/e  de    la    hiradiale;    3"  aux  deux    conditions 
nécessaires  pour  drU-i  luiner  Vo/ienfdtio/i  du  |)lan. 

Cctlo  oricnlalion  peut  se  déleiiuiner  au  moyeu  d'une 
droite  élevée  pcr[)endiculaireiuent  au  plan  et  menée,  par 
exemple,  par  l'origine  commune  O  des  (\cu\  vecteurs. 
On  donne  à  celle  droite  le  nom  d'axe  de  la  hiradiale. 

D'après  ce  cpii  précède,  une  hiradiale  n'est  pas  al- 
térée, soit  quand  on  modifie  dans  le  même  rapport  les 
longueurs  des  deux  vecteurs  dont  elle  exprime  le  rap- 
port géomélri(pie,  soit  (piand  on  transporte  ces  vecteurs, 
ensendjie  ou  séparément,  parallèlement  à  eux-mêmes, 
soit  enfin  quand  on  la  l'ait  tourner  autour  d'une  droite 
parallèle  à  son  axe.  En  conséquence,  deux  hiradiales 
sont  dites  égales  lorsqu'elles  ont  même  module,  même 
angle  et  même  axe. 

20.  Lorsque  les  deux  \ccteurs  ont  même  module,  le 
module  de  la  hiradiale  est  égal  à  l'unité,  et  l'on  dit  que 
la  hiradiale  est  unitaire. 

Lorsque  l'angle  de  la  hiradiale  est  égal  à  un  angle 
droit,  la  hiradiale  est  dite  recta/igle. 

Si  cet  angle  devient  égal  à  zéro  ou  à  un  nomhre  enlier 
(juelconque  de  demi-circonlerences,  la  hiradiale  se  ré- 
duit évidemment  à  un  rapport  numérique. 

Lorsque  deux  ou  plusieurs  hiradiales  ont  même  axe, 
on  dit  que  ces  hiradiales  sont  coplanaires. 

Addition  et  soustraction  des  hiradiales. 

21.  Soient  deux  i)iradiales  A013,  COD.  Il  est  clair 
qu'on  peut  tout  d'ahord  rendre  la  longueur  de  OC  égale 
à  celle  de  OA  sans  altérer  la  hiradiale  COD.  Si  main- 
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tenant  nous  laisons  tourner  coin  onablcmcnt  «lans  leurs 
])lans  respeelirs  les  deux  Miadialcs,  nous  |)oni  rons  lairc 
coïncider  dans  leurs  nouvelles  positions  les  vecteurs  O.V, 
OC.  Cela  posé,  c'esl-à-dire  les  deux  biradiales  étant 
maintenant  de  la  l'orme  AOB,  /VOD,  désignons  par  OE 
la  somme  des  deux  vecteurs  OB,OD.  Nous  dirons,  j)ar 
drfinition,  que  la  biradialc  AOE  est  la  somme  des  deux 
biradiales  primitives,  cl  nous  écrirons 


Aon 

+  AOD  = 

:  AOE 

OB 

-U 

OD   OB 

-K  OD 

OA^ 

OA 

OA 

OU 


La  difTérence  se  définira  de  même  par  la  relation 

OB       OD_OB— OD 
ÔÂ  ~  0A"~        OA       ' 

et  de  proche  en  proche  on  obtiendrait  la  somme  algé- 
brique d'autant  de  biradiales  qu'on  le  voudrait. 

Il  est  évident  que  l'addition  de  deux  bii^adialcs  est 
commutative,  c'est-à-dire  que  l'ordre  de  l'opération  n'a 
aucune  influence  sur  le  résultat.  Il  en  est  de  même  pour 
autant  de  biradiales  qu'on  voudra,  pourvu  que  les  vec- 
teurs initiaux  coïncident,  et  l'on  reconnaît  que  l'addi- 
tion et  la  soustraction  des  biradiales,  dans  ce  cas, 
jouissent  exactement  des  mêmes  propriétés  que  l'addi- 
tion et  la  soustraction  ordinaires. 

!2!2.  Réciproquement,  si  l'on  décompose  comme  l'on 
voudra  le  vecteur  final  OB  d'une  biradiale  donnée  AOB, 
de  telle  sorte  que 

OB  =  OP  -I-  OQ  4-  OR  -t-  .  .  . , 
on  aura 

AOB  =  AOP  —  AOQ  -h  .  .  .. 
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l-^n    parliciilior,    menons  {fi^.  ii)    le  plan  AOB,    el 
(.huis  ce    plan   abaissons   BP,   BQ,  prrj^rndiciilairos  sur 


••■'C-  '  ' 


O.V  cl   sur  une  perpendiculaire  à  celle  tlroilc.  respecli- 
vcnienl.  Il  viendra 


» 


AOB  ==  AOP-+-  AOQ, 


c'csl-â-dirc  c[uiine  hiradiale  quelconque  est  décowpo- 
snble  eu    une   hiradiale  numérique   el    une   hiradiaU^ 


rectangle. 


Il  importe  de  s'assurer  que  celle  décomposilion  n'csl 
pas  conlradicloire  avec  la  définilion  donnée  plus  haul, 
c'est-à-dire  que  l'addition  de  deux  biradiales  peut  s'cl- 
fcctuer  par  l'addition  séparée  des  biradiales  numériques 


cl  des  biradiales  rectangles.  Or.  si  nous  abaissons  BG, 
DU.  EK  { fig.  \'>.)  pcrpcndiculairessurO A,  on  reconnaît 
immédiatement  que 

0:v  =  OG +  011,     KE  =  GB-i-IID. 
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Par  conséquent,  en  délerniinanl  le  nippori 

OE       OB       OD       OK       RE 
OA  ~  ÔA  "^  ÔÂ  "^  ÔÂ  "^  OA  ' 

nous  aurons  bien  le  même  résultai  que   si    iiou.i  avions. 

,,,.,.,  ,  .  OG     OH    ,, 

aioule  les  biradiales  numériques  — —  »   -—  d  une  ijarl  el 
•'  T  OA     OA  ' 

1111  1        GB     HD     ,     ,.  ,.    ., 

les  biradiales  rectanfrles   — —  j  -—r   de  I  autre.  Ij  il  est  a 
°         OA     OA 

remarquer  que  ni  les  unes  ni  les  autres  n'ont  été  altérées 
par  les  opérations  géométriques  nécessaires  pour  amener 
les  vecteurs  initiaux  en  coïncidence  suivant  OA. 

Nous  pourrons  donc  supposer,  toutes  les  fois  (piOn 
aura  à  faire  la  somme  d'autant  de  biradiales  qu'on 
voudra,  qu'on  opère  séparément  sur  les  biradiales  numé- 
riques et  sur  les  biradiales  rectangles. 

23.  Si  deux  biradiales  AOB,  AOC  {Jîg-  i3)  sont  rec- 
Fifî.  i.>. 


langlcs,  il  est  é\i(leiil  que  la  somme 


OD       0B  + 

AOD  =  -—  = — - 

0\  OA 


OC 


sera  encore  une  biradiale  rectangle.  Si  nous  convenons 

I-.    —  Qiinteniions .  ^ 
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de  roprôseiilor  la    blradialc  AOB   par  le   veclcur  OB', 
perpeiuliiiilaiie  à  son  [)Ian,  égal  en  longueur  à  la  gran- 

•        1  on         ,  , 

clcur  uunicrKjue  <ni  lapporl  ——    et  Ici  (|iir  pour  un  ol)- 

servaleur  placé  suivant  OB',  les  pieds  en  O,  le  mouve- 
nionl  de  rolalion  du  vecteur  initial  OA  vers  le  vecteur 
linal  OB  s'opère  dans  le  sens  positif  ('),  et  si  nous 
construisons  de  même  OC  et  OD' répondant  aii\  l)ira- 
diales  AOC,  AOD,  il  est  visible  (pie  nous  aurons 

OD'-OB'   !-0C'. 

Cette  représentation  d'une  biradiale  rectangle  par  un 
vecteur  nous  montre  donc  qu'il  suffit  d'opérer  sur  les 
vecteurs  pour  elfcctucr  toutes  les  opérations  que  nous 
pourrons  avoir  à  faire  sur  des  biradiales  rectangles.  Il 
ressort  de  là,  en  particulier,  que  l'addition  et  la  sous- 
traction des  biradiales  rectangles,  et  par  suite  (22)  des 
biradiales  quelconques,  présenteront  exactement  les 
mêmes  propriétés  (juu  l'addition  et  la  soustraction  algé- 
briques. 

D'après  cette  convention,  nous  voyons  encore  qu'une 
biradiale  quelconque,  d'après  la  décomposition  dun°22, 
se  présentera  sous  la  forme  d'une  (jiianlité  numérique, 
plus  un  vecteur. 

Inversement,  nous  pourrons  regarder  un  vecteur  quel- 
conque, OB'  par  exemple,  comme  représentant  le  rap- 

,     .         OB 

port  géométrique  -— -  ou  un  rapport  égal. 

Si  la  biradiale  rectangle  AOB  est  unitaire,  il  en  sera 


(')  Ici,  comme  dans  toiile  la  suito,  nous  adopterons  constamment 
comme  sens  des  rotations  posilivos  celui  d'un  mcuvoment  de  l'est  -vers 
le  nord,  ou,  en  d'autres  termes,  d'un  mouvement  coiitidiic  à  celui  des 
aiffuilles  d'une  montre. 


—  35  - 

de  iiicinc  du  veclciir  OH',  vl  Inversement.  Donc,  étant 
tienne  un  vecteur  unitaire,  il  reprcsenlera  1(;  rapport  de 
dcu\  vecteurs  égaux  en  longueur,  pei[)endi(u[aires  entre 
eux,  menés  dans  un  plan  perpendiculaire  au  vecteur 
unitaire,  et  tels  que  le  sens  de  la  rotation  du  vecteur 
initial  au  vecteur  final  soit  positif". 

MiUtiplication  des  biradiales. 

!2i.  Deux  biradiales  étant  données,  on  peut  toujours 
les  amener  à  une  position  telle  que  le  vecteur  final  de 
la  première  soit  identi(jue  au  rayon  initial  de  la  seconde. 

Soient  donc  A0I3,  BOG  ces  deux  biradiales.  Nous 
dirons,  par  définition,  que  le  produit  de  la  première 
par  la  seconde  est  égal  à  la  biradialc  AOC,  et  nous 
écrirons 


(•) 

AOB.BOCr-:  A( 

ou  encore 

OB  OC       OC 
OA  bB~Ô~V. 

Il  suit  de  là  que  le  module  gr  -  -  du  produit  de  deux 

biradiales  est  égal  au  produit  des  modules  des  deux  fac- 
teurs. Celte  simple  remarque  nous  permettra  souvent, 
dans  les  démonstrations,  de  raisonner  sur  des  biradiales 
unitaires,  puisqu'il  sera  toujours  facile  de  restituer  aux 
résultats  les  valeurs  de  leurs  modules. 

En  supposant,  par  exemple,  que  AOB,  BOC  soient 
des  biradiales  unitaires,  les  points  A,  B,  G  sont  sur  une 
même  sphère,  et  nous  voyons  que  la  construction  du 
produit  AOG  revient  à  ce  qu'on  peut  appeler  V addition 
des  arcs  de  grand  cercle  AB,  BG,  ce  mot  «  addition  » 
étant  compris  dans  un  sens  analogue  à  celui  de  l'addi- 
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lion  (les  vccicurs  sur  un  plan.  Mais,  pour  ciïecUier  celle 
addition  s/diérique,  il  faul  toujours  transporler  les  arcs 
sur  leurs  cercles  respectifs,  de  manière  que  l'origine  du 
second  coïncide  avec  rexlréniilé  du  premier.  Si  donc 
[Jig'  i4)  Jioi'S  avions  voulu  ajouter  BC  et  AH,  il  aurait 


fallu  construire  DB  =  BC,  puis  BE  =  AB,  cl  le  résultat 
de  l'addition  eut  été  DE.  Comme,  en  général,  DE  est 
Ibrt  difierent  de  AC,  on  voit  que  l'addition  sphérique 
n'est  pas  commulative,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la 
multiplication  des  biradiales  n'est  pas  coniniutalive 
non  plus.  De  cette  dilTérence  avec  la  muili|)lication 
ordinaire  résultent  toutes  les  règles  spéciales  à  lAlgèbre 
des  quatcrnions. 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  écrirons  constammcnl 
le  multiplicande  d'abord  et  le  multiplicateur  ensuite. 

25.   Si   nous  multiplions  la  biradiale  AOB  par  la  bi- 
radialc  BOA,  le  produit,  d'après  ce  qui  précède,  sera 

OA 

-— •  ou  l'unité.  Dcu\  biradiales  dont  le  produit  est  ainsi 
UA  '■ 

égal  à  l'unité  sont  dites  réciproques. 

Il  est  évident  que  la  multiplication  de  deux  biradiales 
réciproques  est  comtnutalive. 

Lorsque  deux  biradiales  sont  coplanaires,  de  même 
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module,  ol  c|iic  leurs  angles  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires, on  (lit  ([lie  CCS  biradialcs  sont  conjuguées. 

On  j)Oul  incllrc   deux   hiradialos   conjuguées  sous  la 
forme  AOlî,  BOA',  OV  ayant  la  même  direction  rjue  OA 

I  f^rOA'     ,  ,      ,     .    giOB      ,  ,    . 

et    le    rapport  — -— -   étant   égal    a        ^^    •    Le    ijroduit 
'  '  yrUb  °  g'OA  ■ 

AOB.nOV.st  alors 


OA^       /      0B\- 


Ainsi,  le  produit  d'une  hiradiale  par  sa  conjuguée 
est  égal  au  carié  du  module  commun.  Dans  ce  cas  en- 
core, la  multiplication  est  commulative. 

26.  Reprenons  la  représentation  d'une  biradiale  rec- 
tangle par  un  vecteur,  indiquée  au  n''  23.  Deux  bira- 
diales  rectangles  conjuguées  seront  évidemment  repré- 
sentées par  deux  vecteurs  égaux  et  de  signes  contraires, 
-h  A  et  —  v  par  exemple,  et,  le  produit  de  ces  deux 
biradiales  étant  égal  au  carré  du  module  a  de  chacune 
d'elles  (ou  du  Ncclcur  a),  nous  aurons 

-I- A  .  —  A  =:  a'      ou      — A-=a-,     A- ^  —  a'. 

Si    les  biradiales  (et  par  suite  les   vecteurs  H- a,  — a) 
sont  unitaires,  on  aura 


Ainsi,  le  carré  d'un  vecteur  quelconque  est  égal  au 
carré  de  son  module,  pris  négativement;  le  carré  d'un 
vecteur  unitaire  est  égal  à  —  i . 

27.  Désignons  par  cjAOB  en  général  la  biradiale 
conjuguée  de  AOB,  S'il  s'agit  de  biradiales  unitaires, 

BOA  =  cjAOB. 
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Or  nous  avons  idenllquenicnl 

COB.BOA-COA. 

Donc,  en  supposant  loulcs  les  Mradialcs  unitaires, 

rjBOC.rjAOB=cjAOC 
ou 

cj  AOB .  BOC  )  =  cj  BOC . cj  AOB. 

Ainsi,  In  conjuguée  d'un  />ro(hiif  de  deux  hiradiales 
est  égale  au  produit  des  conjuguées  des  deux  facteurs, 
prises  dans  l'ordre  ins'erse. 

En  restituant  la  valeur  des  modules  (24),  on  reconnaît 
que  ce  théorème  s'apj^lique  à  deux  biradiales  quel- 
conques, et  non  passeulcmen  t  à  des  biradiales  unitaires. 

Division  des  biradiales. 

28.  Nous  pouvons  définir  la  division,  comme  opéra- 
tion inverse  de  la  multiplication,  de  deux  manières  dif- 
férentes, en  considérant  le  dividende  comme  égal,  soit 
au  produit  du  quotient  par  le  diviseur,  soit  au  jjroduit 
du  diviseur  par  le  quolii^il.  C'est  à  cette  dernière  défi- 
nition que  nous  nous  arrêterons  une  fois  pour  toutes, 
et  nous  écrirons  conséquemment 

(  I  ]  dividende  =  diviseur  ><  quotient. 

Si  le  dividende  cl  le  diviseur  sont  des  vecteurs  OA  et 
OB,  le  quotient  ou  le  rapport  de  ces  deux  vecteurs  s'ex- 
primera par  la  biradiale  — ^-  ou  BOA.  En  supjiosanl  les 

deux  vecteurs  OA,OB  perpendiculaires,  la  biradiale 
pouvant  alors  se  représenter  par  un  vecteur  OC  perpen- 
diculaire à  son  plan,  nous  aurons 


-  3y   - 
la  rolalion  du  diviseur  OH  vers  le  dividende  OA  étant 
positive  relativement  à  l'axe  OC,    et  le   module  grOC 

étant  eiral  a  ^^-• 
"         grOB 

D'après  la  définition  (i),  il  suit  de  là  que 

(3)  OA  =  OB.OC, 

c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  vecteurs  rectangu- 
laires est  un  vecteur  perpendiculaire  à  leur  plan.  Toutes 
ces  conséquences  sont  d'accord  avec  les  définitions  et 
conventions  précédentes,  et  on  les  vérifie  immédiate- 
ment en  substituant  à  chaque  vecteur  la  biradiale  rec- 
tangle que  ce  vecteur  représente. 

Pour  deux  biradiales  de  même  vecteur  initial  AOC, 
AOB,  on  a 

AOC:  AOB=.BOC 


ou 


0C_  OB       OC 
ÔÂ'OÂ  ^  OB 


Unités  rectangulaires.  —  Propriétés  fondamentales. 

29.  Prenons  {fig-  i5)  un  système  de  trois  axes  rec- 
tangulaires 0X4,0X0,  0X3,  tels  que  les  rotations  de  X( 
en  Xo,  de  Xo  en  X3,  de  X3  en  X,  soient  positives  par 
rapport  aux  axes  OX»,  0X|,  OXo  respectivement. 

Soient  Ol,  =  ii,  0L=:i2,  013=13  trois  vecteurs 
unitaires  dirigés  suivant  ces  axes.  Un  vecteur  quelconque 
OM  =  M  pourra  se  représenter  par  o",  i(  -f-  J^o  ^2+  -^'313» 
si  les  coordonnées  de  M  sont  Xx,  Xo,  J'3. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  n**'  23  et  28,  chaque 
vecteur  unitaire,  I3  par  exemple,  représente  la  biradiale 
IjOL  formée  par  le  rapport  des  deux  autres   i|   et  lo. 
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l)( 


-=I3»  -=>1'  -=«î- 

Il  I*  ':i 


On  lire  do  là 
On  a  (le  nicmc 

— 1;,,  — II,  —    '21 

'i  '3  'l 

i,=  —  ijij,      i2-=  —  I3I1,      '3=  —  'l'a- 

Enfin  [26,  l'orniule  (2)]  le  carré  de  cliacun  de  ces  vec- 
Icurs  est  égal  à  —  i . 

Fig.  1.5. 


I, 


/ 
X., 


Nous  pouvons  réunir  dans  le  Tableau  sui^  anl  les  rela- 
tions rondanienlalcs  auxquelles  salislonl  les  unités  rec- 
tangulaires : 


ij  1,12=  — I3,     1,13=— I,,     I3I, 

[2)  'i'l='3i  l3'2=^«n  'l'3- 

(3)  ^]  =  ,l=,l  =  -i. 
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Nous  vérifions  ici  que,  (riinc  iniinirrc  ^M-iirralc,  Id 
niulliplicdlion  d' un  vecteur  unitaire  \  ftcir  un  vecteur 
unitai/e  per/)en(ltcul(ii/-c  b  n  /)our  e^jet  d'i/np/iiner  au 
vecteur  a  u/ie  rotation  d'un  angle  droit  autour  de  »,  et 
dans  le  sens  />ositiJ. 

30.  Lorsque  dos  (acLcurs  algébriques  sont  a[)[)llqués 
aux  vecteurs,  ces  facteurs  restent  soumis  aux  règles 
habituelles  de  l'Algèbre.  Par  exemple,  le  produit  de  5i, 
par  3i2  sera  i5i,i2=  —  iSij.  Nous  sommes  conduit  à 
celte  règle  par  l'application  même  de  nos  définitions, 
en  regardant  toujours  les  vecteurs  comme  représentant 
des  biradialcs  rectangles. 

31.  Les  relations  (i),  (2),  (3)  du  n''  29  nous  per- 
mettent de  déterminer  les  produits  d'autant  de  facteurs 
qu'on  voudra,  formés  par  les  unités  rectangulaires  i,,  Jo, 
].■(.  Par  exemple, 

Or,  on  reconnaît  qu'on  arriverait  au  même  résultat  en 
écrivant 

En  un  mol,  on  peut  remplacer  à  volonté  plusieurs 
facteurs  par  leur  produit  efl'ectué,  mais  sans  altérer 
l'ordre  ;  en  d'autres  termes,  la  multiplication  des  unités 
rectangulaires  esl  associative.  Nous  reconnaîtrons  bien- 
tôt qu'il  en  est  de  même  de  la  multiplication  des  bira- 
dialcs en  général. 

Nous  attirerons  encore  l'attention  du  lecteur  sur  les 
produits  remanpiables 

I1I.I3—  l2l:il,=  f-ilih—   +  I. 
I.,1.I,=  1.1,1,=  Iil,l2=  —  I. 
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Représentation  analytique  des  biradiales.  —  Quaternions. 

32.  Nous  rcpréscnlcrons  souvcnl  iinrliiradialcchinsco 
qui  suivra,  par  une  seule  lellrc,  pour  plus  de  concision 
clans  récriture.  Ce  sera  alors  invariablcmenl  une  majus- 
cule italicpic,  cl  nous  aurons  ])ar  exemple 

^  OB        B 

Q==AOB=-=-. 

Si    nous    efTectuons   la    dt3composilion    indiquée    au 

n"  22,   nous  avons  vu   que  la   biradialc   se  composera 

OP 
[fig.  1 1)  de  la  partie  algébrique  —  cl  de  la  partie  rec- 

,   .      OQ 
tanguiaire  —  • 

Nous  désignerons  par  SQ  ou  par  Qq  la  première  par- 
lie  et  par  UQ  ou  Q,  la  seconde.  Celle  seconde  partie, 
comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  plusieurs  fois,  peut 
être  représentée  par  un  vecteur. 

Pour  celle  raison,  on  dit  que  \)Q  est  la  partie  vecto- 
rielle ou  sjmholique  de  la  biradialc,  tandis  que  5Q  esl 
appelé  partie  algéhrique,  réelle  ou  scalaire. 

Nous  avons,  dans  tous  les  cas, 

(i)  Ç=--SO+ Il  Ç^- (?„-:-  Ç,. 

Le  vecteur  Ç/,  si  nous  introduisons  les  trois  axes  rec- 
tangulaires de  lay7^.  i5,  peut  s'écrire  y,  i,  H- «7212+  «/si;! 
si  nous  appelons  (7, ,  «72,  q^  les  coordonnées  de  son  extré- 
mité, si  bien  que  la  biradialc  prend  la  forme 

(2)  (?^   (?o-t-  71^1-^  72^2 -^-  7:!'.f 

C'est  à  ce  symbole  à  quatre  lenues,  dont  un  réel  et 
trois  symboliques,  que  l'on  donne  le  nom  de  quaternion. 
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Un  qualcrnlon  est  donc  V expression  analj  tiijucd' une 
biradiale. 

33.  Supposons  niainlcnanl  que  1rs  deux  vcclours  ii 
cl  A  du  numéro  précédent  soient  de  nicnic  module,  par 
exemple    unitaires    l'un    et    raulrc.    Alors    le    rapport 

—  [fig.  1 1)  sera  égal  à  cosy  si  nous  appelons  y  l'angle 

OAB,  cl  le  module  de  — ^  sera  siny.  Donc,  si  nous  appe- 
OA 

lonsQ  lin  vecteur  unitaire  perpendiculaire  à  AOB  cl  loi 

que  la  rotation  de  OA  vers  OB  soit  positive  par  rapport 

à  ce  vecteur,  nous  pourrons  écrire 

(3|  -  :=  cosy -r  Qsmy. 

A 

Telle  est  l'expression  générale  d'unebiradiale  unitaire, 
expression  ffuo  nous  appellerons  qnalernion  unilaire 
ou   l'erseia-. 

Reprenant    maintenant    la  biradialc   Q  quelconque  , 

nous  pouvons  la  regarder  comme  égale  au  produit  de  son 

Zr.  .       .  .... 

module  £(} -=  ~  p^»!'   1^^  biradiale    unitaire  qui    aurait 

même  plan  cl  même  angle.  Nous  désignerons  celle  bira- 
diale unilaire  par  la  notation  UQ.  D'après  cela,  nous 
pouvons  donc  écrire  encore 

(4)  O-^IQMO. 

En  posant,  comme  nous  le  ferons  souvent,  £()=  q, 
nous  aurons  ainsi,  conservant  pour  le  surplus  les  nota- 
tions précédentes, 

(5)  ()  ^^  q  (cosy  H- Qsiny). 

Un  qualernion  est  donc  égal  au  produit  de  son  module 
par  son  verseur. 
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Remarque.  —  En  nuillipliant  le  vecteur  a  par  le  vec- 
Icur  unilaire  q  qui  lui  est  perpendiculaire,  on  le  fait 
tourner  d'un  angle  droit  autour  de  q,  dans  le  sens  po- 
sitif, sans  changer  sa  longueur. 

En  nuillipliant  le  même  vecteur  pareosy  -f-  q  siny,  on 
le  fait  lourncr  dans  le  niènic  sens  et  autour  du  même 
axe,  non  [)lus  diin  ani;lr  droit,  mais  de  l'angle  y.  De  là 
ce  nom  de  verseur  donné  à  l'expression  cosy  -f-  q  siny. 
On  voit  du  reste  que  ce  verseur  se  réduit  à  q  poury  =  i''''. 

3i.  D'après  la  définition  des  biradialcs  conjuguées 
(2o),  nous  voyons  [fig-  16)  que  la  conjuguée  de  AOB 


^B' 


sera  AOB',  le  point  B'  étant  symétrique  de  B  par  rap- 
port à  OA. 

En  représentant  par  Q,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 
le  quaternion  ou  la  biradiale  AOB,  la  biradiale  con- 
juguée AOB',  que  nous  représenterons  par  cjQou  parQ, 
ne  différera  évidemment  delà  première  que  par  le  signe 
de  la  partie  vectorielle,  si  bien  que  les  relations  (i),  (2), 
(3),  (4)>  (5)  des  numéros  précédents  nous  donneront 

(6)  C=(?U—   ^l'i  —  72^2—   73'^' 

(  -j  )  U  Ç  =^  cos •/  —  Q  sin  y, 

(8)  ^Q=r=^Q, 

(9)  SÇz^SQ, 

(10)  l)Ç=— llÇ. 
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Avec  celle  nolalion,  le  ihéorèmc  du  n°27  .s'e\j)riinciii 
par  la  relalion 

cj(P(?)---fj'?.fj/', 
ou 

(II)  l^^.Q.P. 

Nous  nous  conlenlons  d'énoncer  les  propriélés  é\i- 
denles  cpic  voici  : 

•Si  deujf  biradiales  sont  rga/es,  il  en  est  de  même  de 
leurs  conjuguées. 

La  conjuguée  d' une  somme  de  biradiales  est  égale  à 
la  somme  des  conjuguées  des  éléme/its  qui  composent  la 
somme. 

Rappelons  enfin,  comme  le  montre  d'ailleurs  la  lor- 
niulc  (6)  en  y  faisant  Qo=  o,  que  le  conjugué  d'un 
vecteur  est  égala  ce  vecteur  changé  de  signe. 

Propriétés  de  la  multiplication  des  biradiales. 

35.  Lorsque,  dans  le  produit  AOG  des  deux.  biradiale> 
AOB  =  Pj  130C  =  Q,  nous  décomposons  le  vecteur  OC 
en  OD  H-  OE  d'une  manière  quelconque,  nous  avons  (21) 

BOC  r    BOD  -t-  BOE  =  R -{- S 
et 

AOC=  \0U  —  AOK:^  AOB. BOD  -f-  AOB.BOK. 

Donc 
(i)  P  R-^S   =PR-\'  PS, 

ce  qu'on  exprime  on  disant  que  la  multiplication  est 
distributi^e  par  rapport  à  l'addition  en  ce  t/ui  con- 
cerne le  multiplicateur. 
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Il  csl  très  ("acile  de  rccoiuKulrc  ([ue  celle  propriclc 
s'applique  à  une  somme  d'aiilanl  d'éléments  (pTon  vou- 
dra cl  non  pas  à  deux  seulement. 

Si  nous  appli(juons  aux  deux  nieuihies  de  la  rela- 
lion  (i)  le  ihéorème  du  n"  27  [formule  (i  i)  du  iiuniéro 
précédenlj,  nous  avons 

rjPi  R  -i-  S]  =  (  i{"-4rS')  .T"  =  {ïi  -\-  S)P, 

( j  PR  4-  cj  PS  z=R.P-{-S.P. 

Ainsi  (7{-f-S)P=  Ti.P-i~^T';  el,  comme  ]{,  S,  P 
représentent  des  quatcrnions  quelconques,   nous  pou- 
vons écrire 
(2)  [R-\-S)P=RP  -^SP, 

c'est-à-dire  (pie  ht  iiuiliiplicalion  est  dislrihutive  par 
rapport  à  l'addilion  en  ce  f/ui  concerne  le  multipli- 
cande. 

36.  D'après  ce  qui  pi'écède,  nous  pourrons  constam- 
ment, dans  tout  produit,  remplacer  les  quatcrnions  par 
les  éléments  cjui  les  composent,  écrits  par  exemple  sous 
la  forme  «o  -l-«i  i(  -i-«2i2  -+-^3  's-  Tout  produit  se  résou- 
dra ainsi  en  une  somme  de  produits  partiels  dans  les- 
quels figureront  uniquement  des  quantités  réelles  et  les 
unités  vectorielles  rectangulaires  i|,  i^,  in.  Or,  nous 
avons  vu  (31)  que  la  multiplication  de  ces  unités  est  as- 
sociative. 

Donc  la  niulliplicalion  des  (luaternions  en  général 
est  associative,  c'est-à-dire  que  dans  un  jjroduit  on  peut 
remplacer  une  suite  quelconque  de  facteurs  par  leur 
produit  effectué,  pourvu  qu'on  n'altère  pas  l'ordre  des 
facteurs. 

Par  exemple, 

PQRST  ^=  PQR[ST]  —P[QRS)  T^^  l'I^QRj  [ST]  — 


-   17  - 

Celle  j)i'opiiélé  esl  essenhclle  clans  la  llicorie  des 
([ualernions,  puisqu'elle  élablil  (jue  la  luulliplicalion, 
dans  celle  Algèbre  spéciale,  jouit  de  loules  les  pro- 
priélés  de  la  inulliplicalion  ordinaire,  Sduf  la  co/nniii- 
tdtisùlè. 

Plusieurs  démonslralions  directes  et  purement  gconic- 
Iriqucs  en  ont  été  données;  mais  presque  loules  sont 
d'une  assez  grande  complication,  tandis  que  la  marche 
que  nous  venons  de  suivre,  et  qui  consiste  à  passer  par 
la  propriété  dislributive  pour  établir  la  propriété  asso- 
ciative en  général,  nous  semble  aussi  naturelle  et  beau- 
coup plus  simple. 

Produits  de  deux  vecteurs. 

37.  Soient  OA  :^  A,  OB  =  b  deux,  vecteurs  unitaires 
[fii^-  17);   0   leur  angle;   OD  =  u   un  vecteur  unitaire 


perpendiculaire  à  a  dans  le  plan  AOB  ;  OC  ^^  c  un  vec- 
teur unitaire  perpendiculaire  au  plan  AOB  et  tel  que  la 
rotation  de  OA  vers  OB  soit  positive. 

En  décomposant  b  suivant  OA  et  OD,  nous  avons 


B  =  CCS  0 .  A  +  sin  C' .  D. 
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Par  coiiî^rqiicnl, 

AB  =  cos^.  fc*  -t-  sin  0  .  AU 

ou,  d'après  les  propriétés  établies  plus  haut  (26,  29), 

AB  =  —  (cos^  4-  siii(/.c). 

Pour  deux  vecteurs  quelconques,  nous  aurions  évi- 
demment 

(l)  AB  =r  —  ÎA.Î.B  (COSO  -+-  sin^  .C  ■. 

Ainsi,  le  produit  de  deux  vecteurs  est  un  qualernion. 

On  obtiendrait  ce  même  produit  en  déterminant  les 
coordonnées  «,,  a.2i  «3  et  b,,b.2,  b^  de  A  et  B  par  rap- 
port à  trois  axes  fixes  rectangulaires  et  en  développant 
le  produit 

(r/,  I,  -hr/.i, -I-  «3I3)  V-»,!,  -T-  ^.r.  -r-  ^313) 

d'après  les  règles  et  conventions  établies  précédemment. 
La  relation  (1)  nous  donne  évidemment 

[■2)  SABrrr  —  «L  A  .  «L  B  .  COS  î^, 

(3)  l)  AB  =^  —  «La.vLh.  sin  î/.c. 

On  voit  que  Sab  représente  au  signe  près  la  puis- 
sance de  V  origine  par  rapport  an  cercleâe  diantèt/e\B, 
que  il.llAB  est  égal  h  l'aire  du  parallèlogrannne  con- 
struit sur  OA,  OB  connue  côtés,  qu'enfin  la  direction 
de  Uab  est  perpendiculaire  au  plan  AOB. 

En  particulier,  si  deux  vecteurs  a,b  sont  rectangu- 
laires, on  a 

6ab  =  o, 

et  réciproquement. 

38.    Pour  le  produit  ba,  nous  aurions  eu  évidemment 


'  '-^  BA  =  —  £  A  .  i  B  !  cos  0  —  siii  0 
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d'uù,  par  conipaniisoii  a\cc   la  rclalion  (i)  tlu  niuiicio 
prcccdcnt, 

(rt)  Sab=6ba,  [b  I  Uab_;— Uba, 

(c)        AB  -i-  B\  =  2SaB,  [(l)        AB  —  BA=:=21JaB, 

AB  =  CJ  (ba)  ,  BA  =  (j  (aB  ] . 

39.  Ces  formules  très  imporlanles  (a),  (Z>),  (c),  (^) 
conduisent  à  de  nombreuses  conséquences,  parmi  les- 
quelles nous  ferons  seulement  ressortir  les  formules  sui- 
vantes : 

(  5  )  (  A  -r-  B  J  -  -::  a-  -f-  AB  -I  HA  -i-  B"  ^ir  a"^  -j-  '2  S  AB  -t-  B" , 
(6)  (a  -  B^-  -_■  A-  —  AB  —  BA  -t-  B-=:;  A^  —  aÔAB  -+-  B^, 
;=  A  .  A  .  B- =  AB-A  1=  AB  .  BA 

^  (5ab  -f-  Uab)(Sab  —  Uab) 
Sab]-  —  '  Uabj- 
Sab)-  4-    Î.IJab    -. 


/ 


11  est  essentiel  de  remarquer  que  a-b-  est  très  diffé- 
rent de  (ab)-  ;  quant  au  facteur  b-,  nous  avons  pu  le  dé- 
placer dans  le  calcul  précédent,  parce  que  ce  carré  est 
algébrique. 

Quotients  de  deux  vecteurs. 

40.  Si  OB  =  B,  OA  =  A  [fig-  17)  sont  deux  vecteurs 
unitaires,  nous  avons,  par  la  définition  même  de  la  bira- 

diale  AOB  =.  -j  et  eu  vertu  des  considérations  des  n°*!22 

A 

et  23, 

(i)  -  =  ces 5  H-  sinô.c. 

L.  —  Quatci  nions.  4 


.)0     

Au  conlroiro,  on  a,  dans  la  mcnic  liypolhèsc, 


-  =  cosO  —  sinC«.c. 

B 


En   supposant  que  A  cl  b  soient  des  vecteurs   quel- 
conques, ccslorniules  de\iennent 


B  £r 

'3]  -  r=  — -  (cos5  +  sinO.c  , 

'      '  A  t  A  ^ 


(4)  -  =  x^icosO  —  sm6.c). 


•il.  La  délînilion  des  biradiales  conjuguées  et  les  re- 
lations du  n"  34  nous  donnent 


ti -  =  —   cos V  —  sni 9 . c  , 

••a      «:a^ 

.  A  <La 

ci- := -— fcos6i  H- sio^.c  . 

•'b  tB  ^ 


Donc 

(51 


/<Lb\2      .    A 
£a\S     .    B 

^-      cj  -  • 

«LB/        •'   A 

Par  comparaison  avec  les  résultats  du   n"  37,  on   a 
aussi 

i       \  B  I 

(8)  l:^__^BA. 

Ces  relations  permettent,  comme  on  le  voit,  de  trans- 
former les  quotients  cri  produits.  Si  par  exemple 


nous  aurons 


cl  par  suite 

B  (('/,  I|  -r-  n^l,  -r-  //jl;,  j  (/-«i  I|  -f-   Ù^l.  -h  ^jlj] 


fi^ -ra- 


il suHîra  de  développer  le  numérateur  il^près  les 
règles  aux([uelles  sont  soumises  les  unités  i,,  i^,  ij  pour 
obtenir  le  quotient  elierclié. 


EXERCICES. 

12.  La  somme  des  carres  des  diagonales  d'un  parallélo- 
gramme est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  côtés. 

On  ;i    fig.  I.   p.  6 

AC  =:  A     :     B,        DB      -  A   —  B. 

De  là,  en  vertu  des  formules  (5)  et  (6)  du  u°  39, 

(AC)2-{-      DB    -=2A--4-   2B^ 

et,  chaiigeunt  tous  les  signes  pour  passer  aux  modules, 

(Î.AC)*  ^  {i.DB  -=  2(ii;.AB  -+  2  CAD  ^ 
ce  qui  démontre  le  théorème,  puisque  Ali  :=^  DC  et  AD  :^  BC. 

13.  Soient  ABC  [Jig.  i8)  un  triangle;  ABDE,  ACFG  deu.c 
parallélogrammes  quelconques  construits  sur  AB,  AC;  II  le  point 
de  rencontre  de  DE  et  FG  :  démontrer  que  la  somme  des  aires 
des  deur  parallélogrammes  est  équivalente  h  celle  d'un  parallé- 
logramme construit  sur  deux,  droites  égales  et  parallèles  h 
BC,  AH. 


Posons 


On  a 
d'où 


AE—  A,     AB  =  B,     AC  =  c,     AG=:D. 

Ali  =  \-r-  XB, 
AII.B  =  AB  -h   ifr. 

Prenant  les  parties  vectorielles  des  doux  niciubies  (ou  opciani 

Fig.  .8. 


«  l 

pai  0  .),  il  vient 
(i)  U.AH.ii^ii-U.AB. 

De  même  AH  :^  yc  -\-  d,  d'cjù  l'on  déduit 
(2)  U.All.c=_U.uc. 

De  là,  par  soustraction  [38  (A)], 

U.AH(b—  c)  =  U.AB  —  l).UC=uU.AB-f-U.CD 

ou 

l){AH.Cli;  =  l)(AE.AB)  -h  l)(AC.AG), 

ce  qui  démontre  (37)  le  tliéorèmc  énoncé,  ces  trois  vecteurs 
ayant  la  même  direction. 

CoROLLMiiE.  —  L'addition  des  équations  (i  ■  et  (2)  donnerait 

U.AH     B  +  C)  =^  U.AB  —  U.CD, 


—  .'..l  — 

c'est-à-dire  que,  I  étant  le  milieu  de  B(^,  la  (li[fércnrc  des  aires 
des  deux  parallélogrammes  ABDE,  ACFG  est  ér/iiiralentc  au 
double  de  celle  du  pavallélogramnte  construit  sur  AI,  AH. 

Renianjues.  —  I.  Dans  les  problèmes  de  ce  genre,  il  est  essen- 
tiel, comme  l'on  voit,  de  tenir  compte  des  signes  des  aires  de 
la  façon  la  plus  attentive. 

II.  L'opération  double,  consistant  comme  ci-dessus  à  multi- 
plier une  expression  par  b,  |)uis  à  prendre  la  partie  vectorielle  du 
produit,  peut  se  représenter,  en  un  seul  symbole,  par  l)  ;  )  b.  On 
peut  de  même  employer  les  symboles  l)  ,bX,  S  ^  )  b,  S.b  X,  .  .  ■ , 
comme  nous  aurons  fréquemment  occasion  de  le  faire  par  la 
suite. 

IV.  Soient  AhC  un  triangle,  G  le  point  moyen  des  sommets , 
0  un  point  quelconque  dans  l'espace.  On  a 

gr(AB-  -^  BC-  -h  Ck."-   -  3gr  (OA*  +  OB^  -  OC^)  -  gr  300)^. 

Posons 

OA=A,     OB  — B,     OC— G. 

Alors 

A  -H  b  -T-  G  =  3  OG  =  3  G 
et 

(A-f-  B  -f-  c)-=:  a'+  B-4-  C-  +  ?.Sr\B  ~f-  BC  -+-  C\]  =  (Sg)'. 

D'un  autre  coté, 

(B  —  a)«-4-   [c  —  R^-h    (a—  C)* 

=  2  (  A*  +   B*  -;-  G-  '   —    2  5  '  AB   4-  BC  H-  CA  ) , 

d'où,  par  addition, 

B  —  Ar-+-      G  —  B,--+-     A  —C-=3{k--\-B-^  C-      ~   ^Sg]*, 

ce  qui  démontre  le  théorème,  en  changeant  tous  les  signes  pour 
passer  aux  modules. 
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15.  la  somme  (h s  carrés  des  cotés  d'un  fjiindrilati're  [pion 
ou  gauche]  est  égale  nia  somme  des  carrés  des  diagonales,  plus 
quatre  fois  le  carré  de  la  droite  joignant  les  milieux  des  diago  - 
nales. 

Soit  ARCD  Ir  quadrilatère.  Posons  AB  =  a,  AC  :=  b,  AD  r_-  c. 

Les  côtt's  sont  repn'scntcs  par  les  vecteurs  a,  b  —  a,  c  —  b,  c, 

les  diagonales  par  b  et  c  —  a,  et  la  droite  qui  joint  leurs  milieux 

A  -4-  c  —  B     ^  ,  ... 

par- — — — —  •  Or,  on  vuiilie  aisément  que 

h}  -h-  ;b  —  a)*-!-  ^c  —  b}2  -\-  c* 

=  B-+   (c  —  A)*-f-   (a  -f-  c  —  B)^ 

d'où  le  théorème  énoncé,  en  jiassant  aux  modules. 


Relations  entre  les  parties  constituantes  d'un  quaternion. 
Nouvelle  notation  d'un  verseur. 

42.  Reprenons  l'expression  d'un  quaternion  quel- 
eonque  A,  soit  en  le  déeomposant  en  ses  quatre  élc- 
ijients, 

(')  ^  =  '^0+  ^iT,  +  ^2  1-2-!-  ^3l:i. 

soit  en  mettant  en  évidence  \cmodide  a  ^:^  il  A,  Vanisln  y. 
el  y  axe  a, 

[i]  y^  =:  a(cosa -f- sin«.  A  , 

soit  enfin  en  l'écrivant 

la  comparaison  de  ces  formules  nous  montre  que 

(4)  S.'/ r=  <?(,=  a  cosa, 

(  5  )  tJ  y/  -—T  r/,  I ,  -+-  ^2 1,  -f-  «3 13  — :  a  siu  a .  A , 


[6)  £.1' ./  -:  s^'a\  -\-  ai  -r  «3  :^  a  sinw. 


Do  là 

(  ^)        ^A^^'LJ  cnsa, 
(8i        U.>/:^  (t^sina.UA, 


(9)       it^^  v(^^;*-^('^-^-'^)'=V^(^-^)*— f^^/» 


(lo)      ZA  —  \J al-it~  a'\  -\- a\-\- al. 


Z.\^  A        \l  n\  -t-  a',  -\-  al 


IM     tnnga:^-- 


43,  Soient  AOB,  BOC  deux  biradiales  unitaires  co- 
planaitos.  que  représentent  les  verseurs  cos'5  +-  sin  9.  d, 
coscj» -I- sin(p.D  respectivement,  l'axe  d  étant  évidem- 
ment le  même  de  part  et  d'autre. 

Il  est  évident  par  la  seule  inspection  de  la  figure,  et 
l'on  reconnaît  également  parle  calcul  de 

(cosî'  H-  sinî^.D^    cos'^  -f-  sIh'jJ.d}, 

que  ce  produit  n'est  autre  que  le  verseur 

cos [0  +  y )  -f-  sin ( 5  -f-  '^ ] d. 

Dans  ce  cas  particulier  des  biradiales  coplanaires, 
l'ordre  des  facteurs,  comme  on  le  voit,  n'influe  pas  sur 
le  produit. 

Si  nous  posons  d'une  manière  générale 

(12)  /(.r)  =:  cosx -f- sin.T-.D, 

le  résultat  ci-dessus  nous  montre  que 

(>3j  /(9)./(y)=/(9-f-î>). 

Cette  propriété,  caractéristique  de  la  fonction  expo- 
nentielle, nous  amène  à  représenter  le  verseur 

cosj:  -t-  sin.r  .u 


—  :)o  — 
iKir  In   nnlalii>n   n',   rMii-^lo  (Iroil  ('lanl   pris  pour  nnik''. 
|Va|>i("s  cela,  ikhis  aurons,  dans  l'exrnipliMi-tlcssiis, 

AOB  =  u\      BOC        i)=,      AOC  -    n''  nr  —  d'+î. 

Celle  noialion  oxponenliello  n',  pour  exprimer  un 
verseur  quelconque,  est  souvent  fort  commode. 

Si  l'exposant  0  est  nul,  le  verseur  est  égal  à  l'unilc; 

si  6  =  !*''■,  le  verseur  se  réduit  à  un  vecteur;  si  0  =  '.i'^% 

on  a 

u^  =  -  I  . 

D'une  manière  générale, 

d"=i,      d'^^d,      n*=:  —  I,      n'n^  — n,      d'*=:i,       ..., 
D~' r=  —  D,     D~- ^::: —  I,      D~^=:  D,      D~*  :r^  I ,      D~'^  =  —  D,     

En  un  mot,  d'  exprime  la  rotation  de  toute  figure 
plane  perpendiculaire  à  d,  s'elTectuant  autour  de  cet  axe 
et  avec  une  amplitude  0.  Cette  simple  remarque  nous 
montre  encore  qu'on  a 

(,4)  D-^:-:[-d)». 

n"  et  D  "  sont  évidemment  des  verseurs  conjugués. 

44.  La  notation  exponcnlicllc  des  verseurs  nous  per- 
met de  concevoir  un  quaternion  quelconque  comme  une 
puissance  d'un  vecteur;  car,  si 

^=:a(cosK-i-  siiia.A     --aA", 

nous  pouvons  poser 

I 
a' —a»  A, 

et,  par  conS(-qiioiil.  nous  avons 

(i5]  ^-a'« 


Il  csl  clair  que  v'  ii'csl  plus  iiiiilairo,  rn  £;<''néral. 

Vecteurs,  verseurs  et  quaternions  réciproques. 

45.  Nous  appelons  (2o)  rcci/)rot/ue  d'une  expression 
quelconque  le  quotient  de  l'unité  par  cette  expression. 

D'après  cela,  et  en  vertu  de  la  définition  de  la  divi- 
sion (28),  nous  aurons,  en  appelant  ^ï  l'expression 
donnée  et  X  sa  réciproque, 

Soit  d'abord  un  vecteur  unitaire  a.  On  a 

A-  =  A  .  A  :=   —  I , 

d'où 

a(—  a)=:I. 

Le  réciproque  d' un  vecteur  unitaire  est  donc  ce  vec- 
teur changé  de  signe.  «  Réciproque  »  et  «  conjugué  » 
sont,  dans  ce  cas,  identiques. 

Pour  un  vecteur  quelconque,  on  aurait  a- =  —  l*^-^)'» 


[-(^]='- 


et,  par  conséquent,  le  réciproque  d'un  x>ecteur  quel- 
conque s'obtient  en  changeant  le  signe  et  en  divisant  par 
le  carré  du  module. 

S'il  s'agit  maintenant  d'un  verseur 

ViA'=:  ces  5  -h  n  sin9  =  d', 
on  a (43) 

d'  .  D-''  =  D»  =   I  , 

d'où 

X  =  D-'  =  cosO  —  D  sin 0. 

Ainsi,  le  réciproque  d'un  verseur  6'ol)licnt  en  chan- 
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gcanl  le  sens  de  son  angle.  Là  eneore,   il  n'y  a   pas  de 
dlfTérence  cnlre  le  réciproque  et  le  conjugué. 

Le  rccijyroqiic  (Viin  qnatcrnion  yt  ç?>\  évideninienl  le 

jiroduil  de  ^ —  par  le  léciproquc  du  ^crseur  U.-/  ;  ou  en- 


core 


^cj^. 


Reinarques.  —  L  La  multiplication  de  deux  quater- 
nions  réciproques  est  comniutative,  puisque  (25)  il  en 
est  ainsi  pour  les  biradiales  que  ces  quaternions  repré- 
sentent. 

IL  Si  B  est  le  réciproque  de  y/,  A  sera  le  réciproque 
de  B.  Car  %\  A  ^^  -sl  a", 

a 
et  le  réciproque  de  B  est 

r  a'=  aA"  —  A. 
h 

A 
IIL  Le  quotient   -   de   deux  biradiales   quelconques 

I  A 

peut  se  mettre  sous  la  forme  —A.  En  cfTel,  soit  -=Q, 

d'où  A  =  BQ.  Opérant  par— Xj  il  vient 

'  I   ^^       ^       A 

^A  =  -£0=0=     - 
B  B     ^        ^        B 


Mais  il  faudrait  bien  se  garder  d'écrire  pour  ce  quo- 

înl  A  —t  cette 
L 

différente  de  Q. 


tient  A  -->  celte  expression  BQ  -  étant  en  général  très 
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EXERCICES. 

IG.  Les  centres  des  triangles  cquilatérau.r  construits  e.rté- 
rieurenw/it  sur  les  trois  cotes  d'un  triangle  quelconque  forment 
un  triangle  cquUutéral  dont  le  centre  de  gravité  est  le  même  (jue 
celui  du  triangle  dnnru'. 

Soient  ABC  le  Iriangle  tlonné,  A',  B',C'  les  sommets  des 
triangles  équilate'raux,  P,  Q,  R  leurs  centres,  k  un  vecteur  uni- 
taire perj)endiculairc  au  plan  de  la  figure. 

On  a 

CA'      CB.K^^'},     BA'  .:  CB.K^, 
ce  qui  nous  donne 

(  I  )  r"^  -  K^  r:^  I  . 

Rapportant  tous  les  jioints  à  une  origine  commune  0,  on  a 

a'  :—  (b  —  c)  K*  -f-  C, 

et 

a'  -r  B  -)-  c         a'  —  A 

"= — 3—^-3- 

si  nous  choisissons  potir  O  le  centre  de  gravité  de  ABC,  ce  qui 
donne  a  -f-  b  -f-  c  r-z  o.  Donc 

(2)  p  — i[(b_c)r^H-  c  -aJ, 
et  de  même 

(3)  Q.-.l[(c-A)J-f-A-B], 

(4)  R^i[(.-B)J  +  B-c]. 


(  '  )  Il  importe  de  ne  pas  oublier  que  l'unité  d'angle  est  toujours  l'angle 
droit. 


—    (>o   ■ 


!\liiIli])lioiis  l;i  relation     ?.  1  par  k'  : 

I'K'r^i[(B  —  c)k.-  +      C  —  a)k'J 

=  l[-(B-c)-h.(c-A)J-(c-A)] 
=  I  [(  C  —  A  )  K*  H-  A  —   B  I  —  Q, 

en  vertu  de  la  relalion  [i] .  De  même, 

4  4  p       o        R 

QK    =  R,      RK     =1'       nu       -  z=z  -  =Z   -i 

R  p  Q 

ce  qui  démontre  que  le  triangle  PQR  est  bien  équilatéral. 

L'addition  des  formules  (2),  (3),  (4)  donne  p  +  q  ^-  r  1=:  o, 
de  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  PQR  est  l'origine,  c'est-à- 
dire  le  centre  de  gravité  de  ABC. 

Remarque.  —  Cette  dernière  propriété  peut  s'étendre  aux  cas 
de  triangles  semblables  quelconques  construits  sur  les  côtés  d'un 
polygone  plan.  Le  jioint  moyen  des  sommets  extérieurs  de  ces 
triangles  sera  le  même  que  le  point  moyen  des  sommets  du  po- 
lygone. En  effet,  en  appelant  k  un  certain  vecteur  (non  unitaire) 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  on  pourra  écrire 

BP  =  BA.K.',      F  — b^{b—  a)k«, 

et  de  même 

Q  —   Cl=(c  —  bJk",    R  —  D=:(d  —  CJK.",         ..., 
U  A  =  (a   —  MJ  K.\ 

d'où,  par  addition, 

(pH-Q-f-R-T-...-i-u)  —  (b-}-C-+-...   -|-M-hA)=:0, 

ce  qui  démontre  la  propriété  en  question. 

17.  Trouver  le  cosinus  d'un  aii^U:  d'un  triangle  sphérique, 
en  fonction  des  côtes. 


—  6i   — 

Soient  AIIC  le  iriaii-lc  et  0  le  centre  de  la  sphère  ^dc  rayon 
égal  à  riiiiité).  On  a 

COB  =  COA .  AOB     ou     ---.-. 

C  C     A 

,    ,,  ,       «       A       C      , 

Les  parties  réelles  de  -i  -■>  -  étant  respectivement  cosrt,  cosw, 

c       Ci       A 

cosc,  nous  pouvons  écrire 

cosa  -f-  U  -  ^  (  cos^  +  IJ  -  I    cosc  +  U 


c  \  ^J    \  A 

Prenant  les  parties  réelles  des  deux  membres, 

cosa  =  cos  b  cosc  -l-  5  (  U  -  •  U  - 
\     c        A 

Or  U-.  Il  -  sont  deux  vecteurs  respectivement  perpendicu- 
laires aux  plans  COA,  AOB  et  dont  les  modules  sont  sin  b,  sine. 
Donc  (37) 

î3    l)  - .  U  -  I  =  sin  b  sine  cos  A 

Vga/ 

et 

cosa  =  cos  6  cosc  -f-  sinb  sine  cos  A. 

Il  est  essentiel  de   remarquer  que  l'angle  des  vccteuis  U -> 

U  -  est  le  suppléineitt  de  l'angle  A.   C'est  pour  cela   qu'on  a 
a 

-f-  cos  A,  et  non  pas  —  cos  A,  dans  la  formule  obtenue. 

Produits  de  plusieurs  facteurs. 

46.  Si  l'on  a  à  effectuer  le  produit  de  plusieurs  qua- 
icniions 

^i=aA«,     B  =  hh^,      C  =  ccï,      ... 

par  exemple,  on  pourra  écrire 

ABC.  .  .  =abc.  .  .  A'B.^cï.  .  .  , 


—  lia   — 

de  sorte  iju'on  sera  ramené  à  des  iiiulliplicalions  de  ver- 
seurs. 

Si  les  qualcrnions  sont  donnés  sous  la  Tonne 

r/o-h  </iii-r-  a.,i.y-\-  a,iii~t-  .  .  ., 

il  suffira  de  développer  le  produit 

X   (^o-T-   /'lll-f-   f^iU_-\-  ^alsK^^O  -1-  fl»!-*-  Ci^l-^  ^3>3     •  •  •   • 

en  se  conformant   aux  règles  établies  pour  les   unités 
svniboliques  i,,  lo,  I3. 

Les  divisions  se  ramèneront  à  des  multiplications  en 
introduisant  les  conjugués,  puisque,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  plus  haut, 

I  I   - 

-  =  —  ^. 
A       11- 

47.  Supposons  qu  on  ait 

JBCn  —  £. 

hn  opérant  par  -X,  nous  aurons 

En  opérant  par  >c   _»  nous  aurions  eu 

En  répétant  les  mêmes  opérations  sur  les  autres  fac- 
teurs, il  viendrait  aussi 


^^      JJJE  „      EDC 

CD=-r^-i     ABt^ ; 

b*a''  U^c=^ 


—  Ck]   — 

En  un  niul,  un  peul  loujours  laire  passer  un  lacleur 
d'un  membre  dans  l'autre,  pourvu  qu'on  le  mainlicnnc 
à  droite  s'il  était  à  droite,  à  gauche  s'il  éluil  à  gauche,  et 
cju'on  le  change  en  son  réciproque. 

Cette  observation  permet  disok-rà  voionlt-  le!  l'acteur 
tpi'on  voudi'a  et  d'en  obtenir  la  \aleur  au  moven  de  la 
relation  donnée. 

48.  Lorsqu'on  a  un  produit  de  plusieurs  vecteurs 

ABC.  .  .  FOU  =  F, 

on  tire  de  cette  relation 

{ —  r  ABC  .  .  .  FG  —   P  —  ■) 

h- 


pui 


(-Ij-ABC.      .F=/>-—  , 


,  ,  ,  UG. . . GBA  P 

[—  l]"=  P — - —     -r  —^z—  UG  .  .   .  CB A  , 

^        '  h^g^  .  .c-*b='a^       (iP-j 

n  représentant   le  nombre  des  facteurs,  d'où,   opérant 
par  —1  on  obtient 


P 


P  =^  ^ l)"UG,   .   .  CBA 


Ainsi 

CJ  (abc  .   .      GH      =   [ —   l)"uG.   .    .  CBA. 


EXERCICES. 

18.  Le proJuit  des  vecteurs  représeittaiit  tes  côtes  d'un  qua- 
drilatère ifiscriptible,  ces  côtés  étant  pris  dans  leur  ordre,  est 
une  quantité  réelle. 
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Soient  ABCD  [fi'^-  19)  le  (iuadril;;tèrc;  a,  S,  y,  !^  les  angles 
extérieurs  en  A,  B,  C,  D;  a,  b,  c,  d  des  vecteurs  unitaires  sui- 
vant AB,  BC,  CD,  DA  respcctiveiucnt;  k  un  vecteur  unitaire 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 

Wous  avons 

B  — ^  AK'',        d'où        AB  :=^  —  K.^, 
D  r=  CK*,        d'où        CD:-=   —  K.*, 

et  par  conséquent 

ABCD  =  K?^"*. 

Si   le  quadrilatère  est  inscriptible,  (S  -t-  0  =  2,   et  par  suite 


■^-^^ 


■  ••  X 


VO'^ 


ABCD  ^  —  I  ,    d'où,    en  appelant   a,  b,  c,  d   les   modules   des 
côtés, 

(i)  AB.BC.CD.DA  =  — abcd. 

On  trouverait  de  même,  en  partant  de  a  =  bk.~\  g  =:  dk.~^\ 
(2)  DA.CD.BC.AB=  -abcd. 

Corollaires.  —  I.  On  tire  de   ;  1 1,  en  opérant  par  X  — -  ou 

ija 


X 


/      DA 


AB.BC.cX)=z'--DA. 

d 


Ainsi,  le  piuduit  des  l'ccteuis  représentanl  trois  côtés  consécu- 
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tifs  d'un  quadrilatère  inscriptiblc  est  un  vecteur  diri^-é  suivant 
le  quatrième  côté. 

II.  En  supposant  que  le  point  D  se  r.ipproche  indéfiniment 
do  A  sans  que  le  quadrilatère  cesse  d'être  inscriptible,  on  voit 
que  le  produit  des  vecteurs  représentant  les  trois  côtés  successifs 
d'un  triangle  est  un  T'ei  leur  tangent  au  cercle  circonscrit,  au 
sommet  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

19.  Le  produit  des  vecteurs  représentant  les  côtés  successifs 
d'un  quadrilatère  <pielcnnque  'plan  ou  gauche)  est  une  hira- 
diale  dont  le  plan  est  tangent  a  la  sphère  circonscrite  au  sommet 
qui  a  servi  de  point  de  départ . 

En  effet,  AT,  AU  représentant  deux  vecteurs  tangents  à  la 
sphère  en  A,  on  a,  d'après  le  corollaire  II  de  l'exercice  précédent, 

AR.IîC.CA  =  x.AT,      AC.CD.DA:  -  )  .AU. 

Multipliant  et  remarquant  que  CA  .  AC  est  une  quantité  réelle, 

AB.BC.CD.DA:^  c.AT.AU^s'  — . 

AT 

L'axe  de  cette  biradiale  est  donc  dirigé  suivant  le  rayon  OA 
du  point  de  contact,  et,  par  conséquent, 

t)(AB.BC.CD.DA)  H  OA. 

CoRoiLAiRK.  —  Cette  propriété  permet  évidemment  d'inscrire 
a  une  sphère  donnée  un  quadrilatère  dont  les  côtés  soient  paral- 
lèles à  des  droites  données. 

20.  Le  produit  des  vecteurs  représentant  les  côtés  successifs 
d'un  pentagone  {plan  ou  gauche)  inscrit  dans  une  sphère  est  un 
recteur  tangent  à  la  sphère  au  point  de  départ. 

Soit  ABCDE  le  pentagone.  On  a 

AB.BC.CA  :=.r.AT,     AC.CD.DA  =j.AU, 
AD .  DE .  EA  ^  : .  AV, 

L.   —    QuaCer/iions.  J 


—  G6  -  j 

AT,  AU,  AV  étinl  trois  vectours  tangents  à  la  sphère  en  A,  d'où,        \ 
par  multiplication, 

AB.BC.CD.DE.EV:     /.AT.AU.AV,  \ 

ce  qui  (exercice  18,  corollaire  II)  nous  donne  encore  un  vec- 
teur dans  le  plan  tangent. 

Expression  géométrique  de  0  abc. 

49.    Soient  A  --  OA,  B  =^  OB,  c  =^  OC  trois  vecteurs 

de  même  origine,  a,  b,  c  leurs  modules,  6  Tanglc  COB  ,  ] 

■^  langle  que  forme  OA  avec  le  jilan  COB.  ! 

Nous  avons  1 

ABC  r=  A  (  £>  BC  -f-  U  BC  )    ^i;   A  S  BC  -i-   A  U  BC. 

La  première  partie  du  second  membre  est  un  vecteur. 
Donc,  prenant  les  parties  réelles  (ou  opérant  par  5.),  il        , 
vient  I 

G  ABC  --  5.  A  11  BC.  I 

Or  (37)1)  Bcestunveclcurpcrpendiculaireau  plan  COB,        ! 
tel  que  la  rotation  de  C  vers  B  soit  positive,  et  dont  le        | 
module  est  bc  sin5.  I/ançle  de  OA  avec  ce  vecteur  sera        1 
comj)lémcntaire  de  o,  et,  j)ar  conséquent  (37),  on  aura 
pour  la  partie  réelle  du  produit 

0  ABC  -    rii  abc  sin  5  sin  '^.  , 

Mais  a  sin  (p  représente  la  hauteur  (  issue  du  sommet  A) 
du  tétraèdre  OABC;  bcsinô  représente  le  double  de  la        , 
base  OBC. 

Donc  tiABC  représente,  avec  le  signe  dz,  le  volume  du  I 
parallélépipède  construit  surOA,  OB,  OC,  ou  encore  six  j 
fois  le  volume  du  tétraèdre  OABC.  j 

Les  signes  dépendent  do  l'angle  que  forment  a  et  Ubc 
Par  suite,  en  convenant  d'alleeter  d'un  signe  les  volumes       ' 
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cux-ménies,  il  nous  sera  permis  dtcrirc,  en  supprini.mt 
le  signe  rt, 

iÎAItCrr-GvolOABC. 

Il  esl  aisé  (Je  reconnaître,  d'après  cela,  dans  quels  cas 
les  volumes  devront  ctre  considères  comme  positifs  ou 
négatifs.  Il  suffira  de  regarderie  triangle  ABC  en  se  pla- 
çant du  coté  opposé  au  point  O,  c'est-à-dire  en  dehors 
du  tétraèdre.  Suivant  <\uv  la  rotation  dans  le  sens  ABC 
sera  positive  ou  négative,  le  volume  OABCsera  lui-même 
positif  ou  négatif;  c'est  ce  rpi'on  reconnaît  immédiate- 
ment par  une  simple  inspection  de  la  figure,  en  se  rappe- 
lant bien  les  règles  et  conventions  précédemment 
établies. 

50.  Il  est  à  remarcpier  (pie  le  volume  OABC  peut  aussi 
bien  s'écrire  iS^OA.AB.BC)  que  ^S(OA.OB.OC). 

En  effet, 

a(b  a)  (<^  ^;  ^^  A"*^  ^•'"  —  A-C-i-  A-B, 

et  l'on  voit  que  la  partie  réelle  se  réduit  à  5 abc. 

51.  Si  OA,  OB,  OC  sont  dans  un  même  plan,  on  voit 
(jue  5  ABC  =  o;  réciproquement,  lorsque  5 abc  :^  o,  au- 
cun des  vecteurs  a,  b,  c  n'étant  nul,  ces  trois  vecteurs 
sont  nécessairement  coplanaires. 

Cela  nous  fournit  donc  un  movcn  très  simple  d  expri- 
mer la  condition  pour  que  trois  vecteurs  soient  situés 
dans  un  même  plan. 

Interprétation  de  U   U  au  .  U  bc^  , 

o!2.  On  sait  (37)  que  1'ab  =  d  est  un  vecteur  perpen- 
diculaire à  A  et  B  ;  Uec  =  E  esl  de  même  un  vecteur  per- 
pendiculaire à  B  cl  c:  par  conséquent,  Dde  sera  un  vec- 
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tour  à  lii   fois  perpendiculaire  à  u  cl  li,  (jui  ne  pourra 

avoir  une  aulre  direction  que  b. 

Ainsi 

U(IIab.I)bc)     -/b. 

Le  module  de  ce  vecteur  csl 

4aireOAB  X  aireOBC  X  sinB, 

en  appelant  B  le  dièdre  OB. 

Relations  avec  les  coordonnées  cartésiennes. 

53.  Soient  .rijO'i,  o':,  les  coordonnées  d'un  point  X 
rapporté  à  trois  axes  rectangulaires.  Le  vecteur  OX  =:  x 
pourra  alors  s'écrire,  si  l'on  se  reporte  aux  notations 
précédentes,  sous  la  forme 

Si  nous  opérons  par5.i,x,les  deux  derniers  termes 
du  second  membre  disparaîtront  et  nous  aurons 

âij  X  =  —  :r^. 

De  même, 
Donc 

X     =-      —  IlSljX     -f-     I2SI.X-+-     l3    6l;jX}, 

quel  que  soit  x. 

On  a,  en  particulier, 

(Si,x)^-h(6i,x)^-l-(Si3x)==:(€x)^=xî  +  .r|-+-.r=. 
On  pourrait  aussi  mettre  le  vecteur  x  sous  la  forme 

X=.rlAl-|-.r2A2^- X;,A3, 

Xi,  X2,  X3  représentant  les  coordonnées  du  point  X par 
rapporta  un  système  d'axes  non  rectangulaires,  et  A|, 
Ao,  A3  étant  des  vecteurs  unitaires  suivant  ces  axes. 
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54.   Pour  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires,   si 
X  =  j:,  I,  -4- Xoio-f-XaiaCt  Y=  )  ,  i,  -hj)  j  i,-|-j)  3  i3>  nous 
avons,   en  effectuant  le  produit  cl  prenant  les  parties 
réelles, 

$x\  =  —  [xij'i  -h  x^y^  -^  xjj-j], 

car  tous  les  autres  termes  sont  vectoriels  et  par  consé- 
quent disparaissent. 

Cette  lorniule  est  d'un  assez  fréquent  usage. 


EXERCICE. 

21 .  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  ayant  trois  de  ses  sommets 
sur  les  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  e«  Aj,  A^,  A3,  et  le 
quatrième  en  un  point  quelconque^. 

Il  est  facile  de  voir  (49)  qu'en  géne'ral 

volXAiAoA3=  volOA,A,A, 

-J-V0IOA3A2X  -I-  volOA.A.X^-volOAjAjX, 

quel  que  soit  O,  pourvu  qu'on  tienne   compte  des  signes  des 
volumes. 

Remplaçant  a,,  ^.,,  Aj  par  o^  ij,  a^ij,  <73i3  et  x.  par 

./•,ii-|-.r.i.  H-  X3I3 

respectivement,  il  vient 

voIXA,A2A3  =  jS[ai<'/2«;ji,i.i3 

-\-  (  03^,1312  4-  a.«ii.i,  -r-  a  ^a^l^l:i)[x^\,  -r-  x,ii-x-  x 


a^a^a^i  I         .r,        j-,        .r,\ 

^  6  \  «1  «2  O3/ 

Telle  est  l'expression  du  volume  cherché. 


H- j-.i^-l- J-jia 


KXKRCICES  PROPOSES  SUR  l.K  CHAPITRE  II. 

1.  Sur  les  côtés  d'un  tiiaiiylo  ABC,  rectangle  en  A,  on  con- 
struit les  carrés  extérieurs  ABFG,  ACHIv,  BCEI)  :  démontrer 
que  les  droites  BK,  FG  se  con|)Cut  en  un  point  0  situé  sur  la 
hauteur  issue  du  sommet  A. 

2.  Dans  le  cas  de  l'exercice  précédent,  (h'monlrer  (pie  les 

,    RO.CO       BK.CF  ,     , 

grandeurs  de    -   ..„      et  -r^-,^—  scuit  égales. 
AU  iJLi" 

3.  Démontrer,  dans  le  mcaïc  cas  que  celui  des  exercices  pré- 
cédents, que  gr(DF^-T-GlPH-  KE*  )  est  égale  à  trois  fois  la 
somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  et  (pi'il  en  est  ainsi  quel 
(pie  soit  l'angle  A. 

4.  La  somme  des  carrés  des  trois  côtés  d'un  triangle  est  égale 
à  trois  fois  la  somme  des  carrés  des  droites  joignant  les  sommets 
au  point  moyen. 

5.  Dans  tout  quadrilatère,  plan  ou  gauche,  le  produit  do 
deux  diagonales  et  du  cosinus  de  l'angle  qu'elles  comprennent 
est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  prochiits  cor- 
respondants pour  les  couples  de  côtés  opposés. 

G.  Si  fi,  Ij,  c  sont  trois  arêtes  contiguës  d'un  parallélépipèd»? 
rectangle,  le  carré  de  l'aire  du  triangle  formé  par  leurs  cvtré- 
inités  est  a^ h'^  -\    l>'^ c'       (  ' a' • 

7.  Si  deux  couples  d'ai-ètes  oj)|)osées  d'un  tétraèdre  .sont  sé- 
parément à  angles  droits,  il  eu  sera  (k-  mènic  pour  le  troisième 
<  ouple. 

8.  Chaque  arête  dun  tétraèdre  est  supposi'e  égale  à  l'arête 
opposée  :  démontrer  (|ue  les  droites  joignant  les  milieux  des 
arêtes  opposées  sont  pcrpi-ndi»  ulaircs  sur  ces  arêtes. 
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1).  Du  sommet  O  (rim  Irlraèdro  OABC  on  nu-iie  jusqu'à  la 
hase  une  droite  qui  forme  des  angles  égaux  avec  les  trois  faco-i 
OAB,  OBC,  OCA  :  démontrer  que  les  aires  OAB,  OBC,  OCA  sont 
proportiouuclles  à  DAB,  DBC,  DCA. 

10.  Soient  A,  A,.  •  .  A„  un  polyèdre  insciit  dans  une  sphère\ 
R  le  centre  de  cette  sphère,  O  un  point  ([uelconque,  G  le  point 
moyeu  de  A,,  A},...,  A„  :  démontrer  que  la  puissance  du  poinlO 
par  rapport  a  la  S|)hèrc  circonscrite  au  polyèdre  est  ('gale  au 
double  de  l.i  puissance  de  0  par  rap[)ort   à  la  s;ilièie  de   dia- 

.  .      OAÎ-M0A|-f-    ..+oa;; 

mètre  GR,  mouis  {expression • 

'  Il 

1 1 .  ABCD  est  un  tétraèdre,  A,  B',  C,  D'  les  centres  de  gra- 
vité des  faces  BCD,CDA La  somme  des  j)uissanccs  d'un 

point  quelconque  |)ar  rapport  au>c  sphères  ayant  pour  dia- 
mètres A  A',  BB',  ce',  DD',  et  l.i  somme  des  puissances  du 
même  |)oiut  par  raj)port  aux  sphères  ayant  pour  diamètres  les 
six  arêtes  du  tétraèdre,  sont  entre  elles  comme  i  est  à  3. 

12.  La  somme  des  puissances  d'un  point  tpielconque  par 
rapport  aux  sphères  ayant  pour  diamètres  les  quatre  côtés  d'un 
quadrilatère  gauche  est  égale  à  r[uati"e  fois  la  puissance  du  même 
point  par  rapport  à  la  sphère  ayant  pour  diamètre  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales. 


CHAPITRE  111. 


LA    LIGNE    DROITE     ET    LE    PLAN. 


Équation  de  la  ligne  droite. 

55.   Soient  c  un  vecteur  (unitaire  ou  non)  parallèle  à 
a    droite  AX  [fig.    20),   et   a  le   vecteur  d'un   point 

Fi(j.  20. 


donné  A  de  cette  droite.  Il  est  évident  que  le  vecteur  de 
tout  point  X  de  cette  droite,  ou  OA-f- AX,  est  de  la 
i'orme 

/i)  X  —  A  -l-.rc. 

Réciproquement,  en  donnant  à  x  toutes  les  valeurs 
réelles  possibles,  cette  équation  (i)  représentera  tous  les 
points  de  la  droite  AX.  C'est  donc  l'équation  de  celte 
droite. 

50.  Si  la  droite  est  déterminée  par  deux  de  ses 
points  A  et  B  (au  lieu  de  l'être  par  un  point  et  par  sa 
direction),  on  aura  pour  équation  celte  autre  forme 


X  =  A  4-  X     B 


(y  — 


X     A  -.-  XB. 
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57.  SI  la  droite  est  déterminée  par  la  pcrpcrulicu- 
laire  OD  abaissée  de  l'origine  et  donnée  en  grandeur  et 
on  direction,  l'équation  (i)  devient 

X  =:  D  -+-  jrc 

et,  en  opérant  par  5.n  X, 

(3)  Sdx  =  d'=-(Îd)S 

car  6i)c  =^  o  (37),  puisque  c  et  d  sont  perpendiculaires. 

lîefnntu/uo.  —  11  faut  évidemment  ajouter  à  l'équa- 
tion (3)  la  condition  que  la  figure  est  située  dans  un 
plan  déterminé. 

58.  Soient  donnés  un  point  A  de  la  droite  et  deux 
droites  LL',  MM',  auxquelles  elle  doit  être  perpendicu- 
laire. 

vVppelons  L,  M  deux  vecteurs  quelconques  suivant  LL', 
MM';  le  vecteur  11  i.m  sera  perpendiculaire  à  toutes 
deux  (37),  et,  par  conséquent,  l'équation  (i)  deviendra 

(  4  )  X  =-•  A  -f-  .r  .  U  LM. 

Équation  du  plan. 

59.  Si  OD  =  D  est  un  vecteur  représentant  la  per- 
pendiculaire à  un  plan  abaissée  de  l'origine,  nous 
avons,  en  appelant  X  un  point  quelconque  du  plan, 
Sd(x  —  d)  =  o,  c'est-à-dire 

[  I  )  S  Dx  .-3=  D-     ou     S  -  — -  I  • 

'  D 

L'équation  du  plan  a  donc  la  même  forme  que  l'équa- 
tion (3)  du  n"  57. 
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Remarques.  —  I.  Si  l'équalion  crim  plan  est  Sdx  =^^  A 
(une  conslanle),  n  esl  un  vecleur  perpendiculaire  au 
plan. 

11.  Lorscpio  If  plan  passe  {)ar  l'origine,  l'équalion  (i) 
(levienl  c\  idcniincnf 

Sdx  rzz  G, 

n  représenlanl  alors  un  vecleur  fini  <[uelconque   de  di- 
rection perjicndiculaire  au  plan. 

m.  En  appelant  i>  un  vecteur  quelconque  situe  dan* 
le  plan  ou  parallèle  au  plan,  on  a 

Sdi-  1^  o. 

60.  Supposons  le  plan  donné  par  trois  de  ses  points 
A,  B,  G.  Alors,  X  étant  un  quelconque  des  points  du 
plan,  les  trois  vecteurs  AX,  BX,  CX  sont  coplanaires^ 

et,  par  suite  (ol), 


Ô(\ A  'i  1  X  —   B  )  (  X 


O. 


En  développant  le   produit,  on  reconnaît  que  celte 
équation  peut  s'écrire 

Sx    A»  -I-  BC  -     Ca)  =Z2  Sabc 

ou  encore 

[2)  liîx(U  AU    -i      UbC   -)-   UcA         -  6  ABC. 

En  comparant  avec  l'équation  (i),  on  voit  que 

U  AB  --  l)  BC  -i-   l)  CA 

est  perpendiculaire  au  plan,  et  que  le  vecteur  perpendi- 
culaire issu  de  l'origine  est,  en  grandeur  et  en  direction, 

Sabc(Uab  -+-  llflc  -f-  UcA^-'. 
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On   peut   encore   (li)    niellre   l'équalion   d  un  plan, 
passant  par  trois  points  donnes,  sous  la  forme 

^3)  X  -=  /A       «B  -:-  fc, 

les  indéterminées  t,  u,  i-  satisfaisant  à  la  condition 

/  -!  -  «  -I-  t'  =  I  . 

61.  L'équation  d'un  })lan  passant  par  un  point  donn«'  \ 

et  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  n  est  (59j  de  1.» 

forme 

Sdx  ^  /. 

Mais,  puisque  le  plan  passe  par  A,  on  a 

Sda  -T  /•, 
d'où,  par  soustraction, 

6  D  '  X  —  A  )  rrr  O 
OU 

[^  )  Sn.x       S  i)A. 

62.  Supposons  que  le  plan  passe  par  un  point  donné  A 
et  soit  parallèle  à  deux,  droites  données  b  cl  b,.  Joi- 
gnons AX;  les  trois  vecteurs  x  —  a,b,B|  sont  copla- 
naires.  Donc  l'équalion  est 

(5)  S(x  —  A;BB,---Z0        ou        6'\    —   Al)BB,r       O. 

<Jn  jjeut  encore  l'écrir*- 
6)  X  r=  A -^- XB  -;- .r,  B,. 

63.  Soit  qu'on  demande  l'équation  d'un  plan  passant 
par  deux  points  donnés  A,  B,  et  perpendiculaire  à  un 
plan  donné  dont  l'équation  est  S  dx  =  / . 

Les  trois  vecteurs  x  —  a,  v  —  b  et  o  sont  coplanaires. 
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X  étant  un  point  quelconque  du  plan  donné.  Donc 

S  (  X  —  A  )  '  A  —  B  ]  D  --  G 

ou 

(7)  Sx  (a  —  b)d  r=  0 

est  l'équation  cherchée. 

Perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur  une  droite 
ou  sur  un  plan. 

6i.  Soit  qu'on  abaisse  de  l'origine  une  perpendicu- 
laire sur  la  droite  [00  (i)];  D  étant  le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire, nous  avons 

D  =  A-T-xc     et     Sdc=^o. 

Donc,  opérant  par  6  .c  X, 

O  --  S  CA  -'t-  .vc-, 


d*où 


â  CA  s  c \ 

J-  zrz et       D  ^^  A ■ 

C^  C 


Quant  à  la  longueur  de  cette  perpendiculaire,  nous 
l'aurons  en  opérant  parS  .d  X  sur  l'équation  de  la  droite, 
ce  qui  donnera 

D-r=::SAD       OU  £d    "         Cd-^aUd, 

d'où 

(i)  £d       —  5aUi). 

65.  Pour  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur 
un  plan,  on  a  toujours,  avec  l'une  quelconque  des  formes 
précédentes,  la  direction  de  la  perpendiculaire,  et  la  lon- 
gueur sera  donnée  j^ar  la  formule  (i)  ci-dessus,  a  étant 
le  vecteur  d'un  point  quelconque  du  plan. 
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06.  Pour  résoudre  le  même  problème  par  rapport  à  un 
point  ([uelconquc  P  au  lieu  de  l'origine,  il  suffira  évi- 
demment, dans  les  résultats,  de  remplacer  le  vecteur  de 
chaque  point,  m  par  exemple,  par  m  —  p.  Ainsi  la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  un 
plan  sera 

—  S(a—  p)Ud=S(p  — a;Ud. 

Par  exemple,  l'équation  d'un  plan  étant  donnée  sous 
la  forme  Sdx  ^^  Â,  le  point  -  appartient  à  ce  plan,  et  la 
distance  du  point  Pau  même  plan  sera 


s(,.-f)uo 


_,  S  PD  —  /• 


Perpendiculaire  commune  à  deux  droites. 

67.  Soient 

X  =  A  -f-  .rn,     Xj  =  Aj  —  .î"j  B] 

les  équations  de  deux  droites,  et  PP,  la  perpendiculaire 
commune.  Celte  perpendiculaire  aura  même  direction 
que  Ubb,  (o8).  Donc 

V  —   p,  =  A  —  Al    -hXB  —  Xi  Bi  r=  J  tîBBi. 

Opérant  par  S.  bbj  X, 

S  .  Bill  [X  —  A,)  =  jS  (bBiUbBi)  =J   >(1)bBi    *; 


de  là 


.               S.bb,  (a  —  A,) 
p-p,-=,UbBi= ^— 


Ce  vecteur  p — Pj    étant  ainsi   complètement  déter- 
miné et  égal  à  d,  par  exemple,  il  \  ient 


Al  4-  JTB  Xj  B, 


Pi  =  A|  4- 


.>,      ,  ,,  1).b{a  — A,  —  1)] 

Uperanl  par  U    u  :  x.  on  trouve  x,  ^= rr > 

U.b(a  —  Al  —  d) 

Do  mû  me 

11.P,(a—  A,-    d) 
V  —  \  -{-  . B. 

UbR] 

La  perpendiculaire  commune  se  trouve  donc  déter- 
minée par  SCS  deux  cxlrcmités. 

Intersection  de  deux  plans. 

68.  Soient  deux  plans  passant  par  Torigine  et  a^anl 
j>our  équations  S  Ax  ^=  o,  Sbx=^o.  L'intersection  passe 
j)ar  l'origine  et  elle  est  à  la  lois  perpendiculaire  aux 
deux  vecteurs  a,  ii.  L'équation  de  cette  intersection  est 
donc 

X  r=  .1'  l)  AB. 

69.  Soient  maintenant  deux  plans  quelconques  ayant 
]H)ur  équations 

(2)  Sbx  =  ^. 

L'intersection  a  toujours  pourdircction  UAB,etil  suffit, 
j)ar  conséquent,  d'en  déterminer  un  point  quelconque. 
Soit  x  z=  u\  ~\-  i'R  le  vecteur  de  ce  point.  Opérant  jiar 
Ci.AX.  puis  par  6  .B  X,  nous  aurons 


fie  là 


a -^  u .\}  ~\- (' Si  \n ,      b     -  r-B- -h  k5  au; 

6SaB —  fl-B*  rt6AB  —  b\^ 

"  ~  (Sab)*  — A^^'        ''  ""  (Sab)Î— A*B« 
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ou  [39,(7)] 

h  5  AB  n  K-  (l  iî  A  H  —    />  A  - 

Les  coeflicicnls  u  cl  i'  élanl  connus,  I  »'qualion  <li- 
rintcr.scclion  sera 

(3)  X  r=  «A  -I-  «'B  -1-   rll  \r.. 

Remarqies.  — I.  Le  vcclciir  /r\-f-i'iî  iej)iésenlc  la 
j^erpcndiculalre  abaissée  de  lorigiiu'  sur  riiitcrsccrmii 
<les  deux  plans. 

II.  L'équalion  d'un  plan  passant  par  roriginc  et  per- 
pendiculaire à  l'intersection  est 

ôxUab^^o      ou      5xab  =  o. 

III.  1/cquation  d'un  plan  passant  jiar  l'origine  cl  ])ai 
rintcrseclioM  des  deux  plans  (i)  cl  (2)  s'obtiendrait  en 
4''C  rivant 

KM)-- 

En  eflel,  cette  équation  est  celle  d'un  plan  passant  par 
l'origine,  et,  si  l'on  V  prend  \  tel  que  S  a\  ^  -  r/.  il  >."ensuii 
6b\  =3  Z>. 


EXERCICES. 

22.    L'cu  (1rs  milieux  des  droites  se  terniinant  à  drur  droites 
doiin:'es. 

Si  X  rT=  A  +  .iB,  Xi  =  Aj  -+-  j-,Bi  soiit  los  cquations  des  deux 

•  droites  ( 55),  le  milieu  v  de  X\ ,  sera  donné  par  '-       '  '  .  Donc 
A  -4-  A|         .r  .r, 

\  = i B  -1-  —  B,, 

2  1  2 


—  8o  — 
équation  cl'iin  plan  [G2,  (6)]  parallèle  à  n  et  Bi.  Le  lieu  cherche 
est  donc  un  j)lan. 

Rf.mabqui:.  -  Si  l'on  avait  b,  |]  b,  l'cqnation  ne  contiendrait 
plus  qu'un  coenicicnt  indt'tci mine,  et  le  lieu  cherché  serait,  non 
plus  un  plan,  mais  une  dioite. 

23.  Lien  des  niilicu.v  des  droites  de  longueur  donnée,  se  ter- 
minant à  deux  droites  données. 

Prenons  poin*  origine  le  milieu  de  la  perpendiculaire  com- 
mune, et  soient  A,  A,  les  extrémités  de  cette  perpendiculaire. 

Alors x=:  A  -l-'xB,  Xi=^  —  A-t-.-r,B,,et  l'on  a  de  plus  ûab  rrz  o, 
SaBjttt:  o.  Le  vecteur  du  milieu  de  XX,  est 

y  ■=r.^[^XR  -h  .r,B,  ). 
De  là 

(1)  Say=-:0, 

(2)  2Sby=^  —  x  +  a:,SBB|, 

(3)  5biV  r=  .rSBBi  —  Xj, 

en  supposant  que  nous  ayons  pris  pour  b,  b,  des  vecteurs  uni- 
taires. 

De  plus,  £.(  X.  —  Xi  )  — "  £(2A  -h  rs  —  j-,  b,  )  =rt  A-,  et,  en  éle- 
vant au  carré, 

(4)  ^\-  -V-  .r^B-  —  x\  B;  —  2  o-.r,  S  BBj  =  —  /.'^. 

Si  l'on  résout  les  équations  (2),  (3)  par  rapport  à  .r,  j'j  et  si 
l'on  j)orte  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  aura  une  équa- 
tion du  second  degré  renfermant  y.  jXous  verrons  plus  loin  que 
les  équations  de  cette  forme  représentent  des  surfaces  du  second 
ordre. 

Le  point  y  étant  situé  en  outre  dans  le  plan  que  représente 
l'équation  (i),  le  lieu  sera  l'intcrsertion  d'un  plan  et  d'une  sur- 
face du  second  ordre,  c'est-à-dire  une  conique.  Par  la  nature 
même  de  l'c'noncé,  cette  conique  ne  peut  s'étendre  à  l'infini; 
c'est,  par  conséquent,  une  ellipse. 


—   Si    — 

24.  l.ieu  (i'toi  poi/it  tel  (jiif  le  xipport  de  ses  distances  à  un 
point  fi.ve  et  à  une  droite  Jî. te  soi/  coitstant. 

Soient  O  lo  point  li\i'  ])iis  pour  oiiyiiie  ,  OA  une  pcipcudi- 
culaire  à  la  droite,  r  un  vecteur  uiiitaire  suivant  cette  droite, 
X  un  point  (In  lien,  XQ  la  distance  du  point  X  à  la  droite.  Xous 
avons 

XQ  ^--  Q  -     X   —  \  H-  JB  —  X  r^  .V  \. 

Opérant  |)ar  d  .  a  >C,  cela  nous  donne 

\-  —  tî  A\  :^  .*•  \'-, 

_  (t  X 

car  il  A»       o.  .Mais  la  condition  (\k\  oioblènie -.; =  X  est  ex- 

'  «L  XQ 

primée  pai' 

On  a   donc 

\-  \-  =  X'^  (  A-  —  S  AX  -, 

('■»Iuation  d'une  surface  du  second  ordre. 

CoROLLAiRK.  —  Eu  coupaut  cette  surface  |)ar  un  plan,  on  a 
le  même  lieu  géonu-trique,  restreint  à  ce  plan.  C'est  donc  une 
conique. 

2o.  Un  plan  mobile  dclachc  d'un  trièdre  trirectnngle  un  tc- 
liacdie  de  volume  constant.  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  hau- 
teur de  ce  tétraèdre,  abaissée  du  sommet  du  trièdre. 

Soient  '-<ii|,  2<ji2i  ^:j>.i  les  vecteurs  des  points  d'intersecliou 
du  plan  molùle  avec  les  trois  arêtes.  A1(ms  v.^(/..,v.<,~-  k^  une 
constante.  Si  X  est  le  pied  de  la  hauteur,  nous  avons 

Sx  (^x  —  «,1,    -  -  o, 
d'où 

X-=:  «iSxii, 

et  de  même 

x^^a.âxi.,      X-— a^Sxij. 
I..    —   QiKttcriiiuns' .  O 


—  8i  — 

Mullipliant  ces  trois  cquations, 

x*=  /  Il  XI,  !3xi,!3.\i;j, 

équation  du  iicii  dierclié. 

En  appelant.»,,  .r,,  -t^z  It's  coordonnées  du  point  X,  on  peut 
encore  écrire  ^53)  sous  forme  ordinaire 

[x'I  -ï-.r:,  4-  ^-3)^:=  /.riJ-oTj. 

26.    Vu  plan  mené  par  les  milieux  de  deux  ouates  opposées 
d'un  tétraèdre  le  divise  en  deux  parties  é([uivalentes. 

Soient  {fig.  21)  OABC  le  tétraèdre,   L,  M  les  milieux  de  OA 

Fij.  21. 


et  de  BC;  nous  avons 

,1)  vol  (OCLMNP   :^  vol(OL!VP    h  vol  OPNM)  -I  vol  (OiMCP) 
Posons  OA  _  A,  OB  ~  b,  OC  ^-  c.  Alors 


r%,                        A                                            B  -h  C 
Oh—\.—       ,         OM  =  M  ^ 


Soit  OIN  :-!=  N  =:^  /  B    le  ])oint    où   le    plan    sécant    rencontre 
Tarête  OB.  Alors  l'équation  de  ce  plan  sera 


A      .     B  -I-  c 

2-^2 


avec  la  condition 
3 


X  -hj  -i-  z—\. 
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Le  point    V  .i|i|iarttnaiil  à  (c  |»Iaii  cl  à  la  droite  AC,   nous 
avons 


C  4-   M     A  —  C  I  _  ./,■ 1-    ) 

2  ' 


d'où 


[4  -     -f-Z/  =  0,         «=-5  I   —  U=z-' 

2  'i  2 

ll('S()lvant  les  équations  (3),  (4)  par  rapport  à/,  >  ,  z,  u,  on 
a,  pour  II,  a  -  .  i  —  /.  Ainsi  les  veetouis  l,  n,  m,  i'  sont  respec- 
tivement 

A       .  B  -;  c 

-J         la,        î         fC~r      I  —   ).     A. 

■-'.  '.l  '  ' 

Donc 

bLNP  —  tiABC,         iJP.VM  --=: —   s  ABC, 

1».  2 

•   —    '■    ^ 

b  MCP  =~: ti  abc:  , 

2 

et,  par  addition, 

ÔLNP  ^-  SpNM   -\-    6  MCP  =ri  i-^ABC; 

(  c  qui  iléniontre,  d'ajjrès  la  formule  ^^i  ,  la  propriété  énoncée. 

CoRoLLAïut.       La  relation  /  -r-  «  - —  i  nous  donne  la  pictpriété 
ON  ^  CP  _ 
ÔB  "^  CÂ  ~  ' 

27.  iS/  l  o/i  (lève  sur  clutcitne  des  faces  (V  un  tétraèdre,  soit  ex- 
Icrieurenieut,  soit  intérieurement,  des  perpendiculai/cs  propor- 
tionnelles aux  aires  de  ces  j aces,  la  somme  des  vecteurs  ainsi 
obtenus  est  nulle  ;  autrement  dit,  ces  perpendiculaires,  comena- 
hlcment  transportées  pandlèlement  h  elles-mêmes,  formeront  un 
rpiadrilatère  fermé. 

Soit  en  effet  OABC  le  tétraèdre;  élevons 
OA'    -Uec  =  a',      UB'=:  Dca  =- b',      OC— Uab^c' 
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ci  ciiliii 

Ol)':^0    AC.AK    —  ll(c;  — A     b—  \;--:d'. 

Nous  avons 

U'  --  U  CB  —   U  (  A    —    U  AB  -^    —    ^  a'  'h    b'  -f-  C'  ' . 

Donc 

a'  -I-  k'  -f-  c'  -h  I)'  Z=  O. 

Corollaire.  —  Ce  tliéorènic  peut  être  étendu  à  un  polyèdre 
quelconque,  car  ce  polyèdre  est  toujours  décomposable  en  té- 
traèdres, et,  (piant  aux  faces  communes  à  deux  tétraèdres,  elles 
donneront  lieu  à  deux  vecteurs  égaux  et  opposés,  puisque  l'on 
doit  élever  toujours  les  peri)endiculaires,  soit  à  l'extérieur,  soit 
à  l'iiilérieur. 

On  peut  donc  dire,  sous  une  forme  assez  concise  ;  J^a  somme 
vectorielle  de  toutes  les  faces  d'un  polyèdre  est  identiquement 
nulle. 

Remarque.  —  Le  tétraèdre  OA'B'C  construit  ci-dessus  peut 
être  appelé,  d'après  M.  Gonty,  tétraèdre  dérive  i\\x  jiiemier. 


EXERCICES  PROPOSES  SUR  ].E  CHAPITRE  III. 

1.  Ti()U\cr  Iclifu  des  milieux  des  droites  se  terminant  à  deux 
droites  données  et  parallèles  à  un  plan  donné. 

2.  Une  droite  mobile  se  termine  à  deux  droites  fixes.  Trouver 
le  lieu  du  jioint  qui  divise  cette  dioite  mohilo  dans  un  rapport 
donné. 

3.  Une  dioitc  terminée  à  deux  droites  fixes  se  meut  en  res- 
tant constamment  parallèle  à  un  même  plan.  Trouver  le  lieu  du 

|)()iiit  ipii  la  divise  dans  un  iMppoit  conslaiil. 


—   .S')   — 
V.    KtiUiilinii  (lu   lien  d'iiii  point  inohilf  (l(»iil  les  distnncos  à 
(It'iix  (lioitfs  (loniK-ts  sont  dans  un  lapjjoit  doiiiu'. 

5.  ()m  donne  nn  point  lixc  I'  et  deux  dioitos  fixes  :  lion  d'un 
point  X  Ici  (|nc  l,i  somnio  dos  pi<ij<'<  lions  de  PX  snr  les  deux 
droites  donnr'cs  soit  constante. 

G.  Si  la  somme  des  pcrpciuliculaiies abaissées  du  jioint  A  snr 
deux  plans  donnés  est  la  même  que  la  somme  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  point  B,  cette  somme  sera  constante  pour 
tout  point  (l(;  la  dioite  AB. 

7.  Si  la  somme  des  perpendicidairos  sur  doux  plans  donnc's, 
abaissées  dos  points  A,  lî,  G  (non  en  lij^no  droite  ,  est  la  même, 
cette  somme  sera  constante  jjour  tout  |)oiiit  du  plan  AB('. 

8.  Ou  donne  un  angle  solide  à  quatre  faces  :  par  un  point 
donn<'  sur  l'une  des  arêtes,  mener  un  plan  tel  que  la  section  soit 
un  par.illi'logranime. 

9.  Par  chaque  arête  d'un  trièdre,  on  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  lace  opposée.  Démontrer  que  ces  trois  plans  se 
coupent  suivant  une  même  droite. 

10.  OABC  est  un  trièdre  trirectangle;  OD  est  la  i)erpendicu- 
laire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  ABC.  Démontier  que 
aire  AOB  est  moyenne  pro[)orlionnelle  entre  aire  ACB  et 
aireADB. 

1 1 .  Trouver  l'équation  d'un  plan  pa.ssant  par  un  point  donné 
et  formant  des  angles  égaux  avec  trois  directions  donm'es.  Don- 
ner la  valeur  commune  de  ces  angles. 

12.  Déterminer  le  point  d'inter.section  des  trois  plans  5  ax  ^~  n, 
Sbx  =  h,  Scx  3=  r. 

13.  Déterminer  l'.iire  du  triangle  ayant  ses  sommets  i-n  trois 
points  dftnnés. 


—  se  — 

IV.  Déterminer  la  condition  pnnr  (|iio  trois  ])Ians  so  ronpent 
suivant  nno  niTMno  droite. 

lo.  Detorniiner  la  condition  poin-  fine  (piatro  plans  so  roupent 
en  nn  même  point. 

1G.  Exprimer  le  volume  dn  Irlraèdie  compris  entre  quatre 
pla  ns  don  m 's .  ;  G  r.NTv .  ' 

17.  Eteint  données  les  arêtes  d'un  tétraèdre,  déterminer  les 
arêtes  dn  tétraèdre  dérivé.  Gr.Nrv. 

18.  Connaissant  nn  létraêdre.  déterminer  les  aires  des  faees 
dn  tétraèdre  diriv*'-.  (Gf.xty.^ 

19.  Tiouver  la  relation  entre  le  volume  d'un  tétraèdre  et  celui 
du  tétraèdre  dérivé.  (Gf.xty.) 

20.  Par  un  point  fixe  M,  à  l'intérieur  d'un  trièdre  de  som- 
met O,  on  mène  un  plan  coupant  les  arêtes  en  A,  R,  C.  Soient 
V,,Vj,  V3  les  volumes  des  trois  tétraèdres  IMOAR,  1M0B(], 
jMOCA;  V  celui  du  tétraèdre  OABC.  Démontrer  que  le  rapport 

-  est  constant,  quel  que  soit  le  idan  sécant. 

21 .  Soient  donnés  un  tétraèdre  quelconque  ABCD  et  un  point 
intérieur  O  tel  que  les  droites  OA,  OB,  OC  forment  nn  trièdre 
trirectangle;  on  prolonge  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD  jusqu'aux 
points  A'.B'jC,  D',  où  elles  couj)ent  les  faces  oppfist-es;  on  a 


I 

1 

I 

\0A    '    OA'^ 

/          \0B 

OB' y 

(  ^   '    ^  V 
^ôc  "^5(7; 

I 
\0D  ■  ob'j 

1  Mann'iikim 

«7  - 


:22.  Les  (loniif'es  restant  les  mêmes,  on  mène  par  le  point  () 
(les  plans  parai liMcs  aux  faces  du  ti'traèdie;  ces  plans  di-tcr- 
minent  dans  chaque  trièdre  des  parallélépipèdes  donl  nous  dési- 
gnons les  volumes  par  P„,  P/,,  I\.,  P,/.  On  a 


m''W-^-m  m'- 


Genty.  ) 


s  s  — 


CHAPITRE  IV. 


I.  K  rnriri.i:  i:t  i.  a  s  pu  i;ui: 


Équations  de  la  circonférence  et  de  la  sphère. 

70.  Si  X  est  un  point  quelconque  d'une  circonférence 
(Joui  le  ravon  est  a  et  dont  le  centre  est  C,  IV-qualion  de 
celle  circonférence  peut  s'exprimer  j);ir  ZCS.  ^^  a  ou, 
en  j)r(Miaiil  le  centre  jiour  orip^ine. 


Si  l'oi-igine  O  est  quelconque,  nous  avons,  en  posant 
OX  =  X,  OC  =.  c, 


fl^       ou       X- —  7  6cx:rrr' 


«-, 


C  représentant  le  module  de  c. 

Lorsque  l'origine  est  sur  la  circonférence,  l'équation 
prend  la  forme  particulière 

(3)  \-  —  2 5 ex    --  o. 

Ces  trois  formes  de  l'écpialion  de  la  circonférence 
s'appliquent  également  à  la  sphère,  si  l'on  suppose  les 
vecteurs  quelconques  dans  l'espace,  et  non  plus  copla- 
naires. 

71.    La  forme  (3)  de  l'écjualion,  pouvant  s'écrire 


S 


X  ,  X  —   ?.C^   -tr  o, 
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inoiilrc   (jiK^    X   cl   X — 9.C  sont  iirTprndiciiliiii'Cs,   c'csl- 
ù-(Jiro  (|iic  rangic  dont   1rs  tôles  passcnl  par  les  cxlr»'- 
inilés  ilim  (liaiiièlro    cl   iloiil  le  soininel  e>l    sur  la  cir- 
eonlerence  (ou  la  splièrej  csl  un  ani,de  dioil. 
La  formule  i^énérale  (2  )  peul  s'éerire 

Donc,  pour  clia(|uc  valeur  de  Ux,  £x  prend  deux  valeurs 
dont  le  produil  este-  —  a-,  propriété  bien  connue,  pour 
le  cercle  comme  pour  la  sphère. 

Si  deux  circonférences  (ou  deux  sphères)  passent  par 
un  même  point  X,  nous  aurons,  en  retranchant  les  deux 
é([uations  lune  de  lautre. 


?.  S  X  '  r 


C      :^  c  -  —  (■-  -—  fr 


équation  d'une  droite  ou  d  un  plan. 

De  même,  pour  un  autre  poinl  (rinlcrscelion  ^  , 

2  5  v((;  —  c:'  )  ^-  t'-  —  f-  -t-  II-    -  n'  -, 

cl,  par  sousiraction. 

6(x  —  y)(c  —  c')  —  o, 

ce  (pii  montre  f[ue  la  corde  (ou  le  plan)  d'intersection 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Si  les  deux  circonférences  ne  secoupent  pas,  la  corde 
d'intersection  devient  l'axe  radical. 

Tangente  et  plan  tangent. 

72.  La  tangente  au  cercle  (ou  le  plan  langent  à  la 
sphère),  étant  perpendiculaire  au  ravon  qui  aboutit  au 
point  de  contact,  aura  pour  équation,  en  prenant  l'ori- 
gine au  centre  et  appelant  t  le  vecleur  d'un  point  quel- 


—     ()0    — 

Côm[ii(^  (le  la   laiigonlt^  (ou  <lii  plan  laii;;'cnl  i. 

5  X    T  —  x)  —  o, 
c'esl-à-diro.  d  aprrs  I  (''(Hialion  (Ti, 

11  n'est  ]>as  nércssairc.  d'ailleurs,  de  supposer  connue 
à  l'avance  la  proprirlé  de  la  lano;cnle,  car  on  petit  l'éta- 
l)lir  en  remar<pianl  que,  si  x,  x'  sont  deux  vecteurs  de  la 
(Mrronlrrencr.  réijuation  (i^  nous  donne 

X- — x'--    o      on      il    \  —  x' i  (x  -;- x']  =  o, 

ce  qui  nionlre  que  la  ligne  joignant  le  centre  au  milieu 
d'une  corde  est  perpendicidaire  à  celte  corde,  et,  comme 
limite,  que  le  ravon  aboutissant  au  point  de  contact  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  (ou  au  plan  langent). 

73.  Soit  I)  un  point  cxlénciir  à  la  circonférence,  pai' 
lequel  on  mène  une  tangente;  b  ('lanl  le  \ecteurdeB, 
rapporte  au  centre,  et  x  celui  du  point  de  contact, 
l'équation  de  la  tangente  sera  iî  rx  ^^  — a-.  Mais,  puis- 
(ju'elle  passe  par  le  jioinl  B,  on  a  5b\  =-=  —  n-,  et,  si 
dans  cette  é(pialion  nous  remplaçons  x,  pour  éviter  toute 
confusion.  jiar  un  vecteur  couranl  v.  nous  aurons 

5)  jSrv  =::  —  (i-, 

équation  dune  droite  perpendiculaiir  à  b  et  passant  par 
les  points  de  conlacl  des  deux  tangentes  issues  du 
point  1>. 

Pour  la  sidiére,  il  est  évident  que  l'équation  (5)  re- 
présente le  j)lan  des  contacts.  Il  v  a  ici  une  infinité  de 
])lans  tangents  passant  par  le  point  B. 

Hrnir/?-f/iir.   —  Si  nou'^  donnon';  à  ^   la  même  direction 


—  ()l   — 

quo  rollo  do  b.  c\  si  nous  npprions  0  le  point  ainsi  oh- 
lenu,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
la  corde  (ou  le  plan)  des  conlarts,  nous  aurons 

Zu.Zu  —  fi-, 

au>si  liirn   poiii   l,i  spliric  (pic   jjonr  l;i  cin-dc. 


EXERCICES. 

28.    7roi/vei    la  /rn/isfuDirr  par  iinrrsiou   d'iiiie  ihoile   ou 
(J'iin  plan. 

Soient    6a\  —    —  «-  rt'qiiation  d'un    plan  et   /  le  paraniètic 
d'inversion,    l'orij^inc    ('tant    prise    pour  pôle.    Alors  y  =:  -  5 


d'où,  substituant  et  opi'rant  par  y- 

—        -  5  AY  -rr  \  -  . 

a- 

On  reconnaît  ici  la  forme     3     du  n"  70.  car  il  suffit,  pour 

rol)tenir,  de  poser  —  ---  \  —  a'. 
a- 

l.a  transformée  cherchée  est  donc  une  circonférence,  ou  une 

sphère,  passant  par  le  pôle. 

Remarques.  —  I.  LCquation  d  une  droite  j>ouvant  s'('crire 
sous  la  forme  x  r^  a  -i-.rB,  on  voit  cpie  1  équation  y=  (a  +  .r  b  ~' 
rcpn'sente  une  circonférence  passant  par  l'origine;  si  a,  b  sont 
perj)endiculaires,  b  est  un  vecteur  tangent  à  la  circonft^'rence. 

On  i)out  encore  écrire  y-'  r^  a  -  -  .rB.  d'où 

ll„^-l_A;   =0, 

rqitntion  vectorielle  de  la  circonférence. 


—  9  '   — 

II.  De  iiiriiic,  rc(jii;iti()ii  d'iiii  |»l.iii  étant  x  r-  a  -|-  .ï'B  ^-  i  c, 
folK' (riiiio  splièrr  passant  par  roiii^ine  pont  s'cnirc 

V  -=  '  A  -h  in  -■■-  yc]    ' 
on  enrnrr 

Slic(\""'  —  a)  =r  O, 

è(jii(ttlo/i  I celle  (le  la  spljiTO. 

:20.  .S7  trois  cercles  donnes  sont  coupés  pr/r  tin  quatrième  cercle 
iirbitraiie,  les  trois  cordes  d'intersection  fonnero/it  un  triangle 
ayant  pour  lieii.v  de  ses  sommets  trois  droites  qui  se  rencontrent 
en  un  même  point. 

Soient  A,,A2,A3  les  vecteurs  des  contres  des  trois  cercles 
donnés;  /•,,  /o,  /-j  leurs  rayons;  u  le  vecteur  du  centre  du  cercle 
variable,  s  son  rayon.  Les  ('{piations  des  trois  cordes  d'intersec- 
tion seront  ;  71  ) 

?.  5  X  u  —  A,  1  =  aj  —  u'  -i-  *-  —  z-^, 
2 5  X  (  u  —  A2  )  =  a 2  —  u-  4-  .V-  —  r\, 
aSxfu  —  A:,)  z=i\\  —  n-  -{-  s-  —  ri- 

L'intersection  des  deux  premières  satisfera  à  la  relation 

2  6x  (ai  —  A,]  -  -  /"I  —  r'I  —  a^    f-  a^, 

qui    représente     une    tlroite    perpendiculaire    à   la    liync   des 
centres  Ai  A^. 

Cette  droite  est  donc  le  lieu  de  l'intersection. 

De  même,  nous  avons,  pour  le  lieu  du  deuxième  sommet  du 
triangle, 

?.6x(\,  — A.,)  —  ri  —  ri  —  i\l  -h -4, 

et,  pour  le  troisièine  sommet, 

•2Sx(a,  — Aj)  =  /-2  —  r]  —  a^-f-  a^ 

Comme   Tune  quelconque  de  ces  trois  équations  se   déduit 


-  [)^  - 

c'viilemincnt  des  clcuv  autres,  on  voit  (|iic  les  trois  dr<>itcs  se 
roiipeiit  en  un  nicnie  point.  C'est  le  centre  latlical  des  trois 
ccnlt'S  <Ioinios. 

30.  Soit  ABCI3  Hti  pttvdllclogi (uninr  ;  ti/ic  cirTo/iJcicncc  pa.s- 
siint  ptir  A  coupe  S.^,  AC  c(  la  cUiv^omdc  AD  en  F,  G,  Il  rcs- 
pectiiCiiu'iit.   Démontrer  que 

grAI).L;rAH--:  ^TAB.yrAF-)   yrAC.grAC. 

EfFectivenient,  en  vertu  de  \\  forme  3  de  1  éciuiition  de  I.i 
cireonference,  nous  aurons 

F-=-2Ci;r,      G- ^  aOiG,      u-^     2l3cH, 

en  appelant  u  le  vecteur  du  centre. 

Mais  F  =  .rH,  G   ^  )  C,  H  =^  z  D,  de  sorte  qu'on  a 

FB  =   ?,  6  Lli,        oc  ;—  •>.  ii'  UC,         IIU  26  L  I), 

et  par  conséquent 

rB  -r   GC  :—  HU, 

car  D  :  -  B  -h  c,  puis(jue  ABDC  est  un  parallelogiamnie. 

Cor.OI.LAIliF.     —    FB  -f-  ce     i     HO  --  [\  5  LU. 

Si  AU,  AD  sont    perpendicul.iires,    h    s  annule,    et   il    leste 

FB  -r-  GC  =^  O. 

Si  AU,  AD  ont  même  direction,  h  =-r.  ■.>  u,  et  l'on  retombe  sui' 
1  équation  fb  -f-  oc  =  hd. 

31 .  Toute  section  iC une  sphère  par  un  plan  est  un  cercle. 

Prenons  le  centre  pour  origine;  soient  a  le  ravon  de  la  sphère 
étale  vecteurabaissé  du  centre  perpendiculairement  sur  le  plan 
sécant.  L'équation  de  la  sphère  est  x.-=  —  a';  celle  du  plan 
sécant,  Sb  x  —  u]  ^^  o.  Posons  x  —  b  =;  y.  Alors 

\-  +  B-  -1-  zSby  :^  ^  a-      ou      ^-=  b-  —  a- , 


—  \)\  — 

cqu.ilidii  il'uiiu  Liicoult'reiitc.  La  ciicoiiItTeiRi'  n'est  rcellc  que 
pour  (t-  y.  ■  b". 

32.  J'/oin'cr  l'inlciscclioit  de  ilcu.v  sjtlicres. 

Soient  \-  xSax:— /.,  x-  2iîiiX  /  les  equalions  Jes 
doux  sphcies.  On  a  par  soustracliou 

aS^A  —  b) X  =:;  /  —  /, 

l'quation  à\\n  pi. m.   L'iulorsectii)ii,  en  vertu  de  1  eveieice  pré- 
cédent, est  donc  nii  cercle. 

On  doit  rapprocher  ce  résultat  de  la  remarque  d('jà  faite  au 
n"71. 

33.  En  tiuis  points  A,  IJ,  C  d'une  cinunft'ic/K  a  on  mène  des 
tangentes  ;  les  tctngentes  en  B  et  C  se  rencontrent  au  point  D, 
les  tangentes  en  Cet  A  an  poi/it  E,  et  les  tangentes  en  A  et  B  an 
point  V.  Les  trois  droites  AD,  BK.  CF  se  couperont  en  un  même 
point. 

Prenons  pour  origine  le  centre  O  de  la  circonféience,  et  dé- 
signons par  A,  B, .  .  .  les  vecteurs  OA,  OE,  ....  Nous  aurons 
tout  d'abord,  d'après  la  forme  de  l'équation  de  la  tangente, 

ÛAli  :iir  6aF  _   6bF  -^  5  BU  ÔCU   -^  iÔCK  --  —  (l' , 

a  étant  la  longueur  du  rayon. 

Cela  posé,  l'équation  de  la  droite  AD  est 

X  1^  a: A  H-  ^I  —  X-  jD. 

Opéiant  successivement  par  0.  bX  etS.cX,en  tenant  compte 
des  relations  ci-dessus, 

S  ex  :=:  .r  S  AC  -1     (  JT  —   I  )  rt" . 

Eliminant  .*•  entic  ces  deux  lelalions,  nuui  a\ons  sous  une 


autre  foiiuc  !'(  (jiMliini  tic  la  droite  AD,  c  csl-a-diic 

6bx.  6cA        li(;\  .  0  AB  —  <r  ù  II  —  c)\  :^-  a-  ô^  B  --  c  . 

De  même,  par  raison  de  symétrie,  on  auiait,  pour  les  ('(jua-- 
lions  des  droites  BE  et  CV, 

6  C\  .  5  AB  O  A\  ^hC  -       a-  Ô[c  —  A  )  X   :^  «-  S  B    c    —   A    , 

iÎAK.  6bC  —   SbxScA  —  «-  s     A  —   b]  X  --  «-Sc^A  —    B    , 

et,  eoinme  ces  trois  équations  ajoutées  entre  elles  dcmnent  une 
identité,  chacune  d'elles  est  une  conse'quence  des  deux  autres, 
c'est-à-diie  que  les  trois  droites  AI),  BE,  CF  se  coupent  en  ini 
même  point. 

Polaires. 

71.  Lu  prenaiil  pour  origine  le  coulic  de  la  sphère, 
nous  avons  \ii  (72)  <jue  l'équation  de  la  corde  des  con- 
lacls  des  langentes  menées  pai-  le  point  exléiicui'  15 
'  fig-   22)  est  Sbx— :     —(1-. 


Il  e>l  lacile  (le  rcconnailre  «pie,  si  1  on  mène  des  sé- 
cantes parce  point  13,  puis  les  langeiilcs  aux  points  d'in- 
tersection, les  couples  de  tangentes  se  couperont  |>réci- 
sément  sur  lacorde  des  contacts,  (jar  soient  BDE  1  une  de 


-   î/i  — 
CCS  sccaiilcs  cl  II  le  |i(iml  de  rciicoiilic  (lc>  laiigcnlcs  en 
I)  cl  en  1'^. 

Alors  ]>  appailicnl  à  la  coidc  des  cunlacLs  coiicspun- 
(lanl  à  11,  laqnclle  a  pour  cqnalion  Smy  =  — a-,  et,  par 
conscinicnl ,  on  a 

iÎHB  —--  —  a-, 

ce  qui  nutiilrc  hicn  ([lie  le  poiiil  1 1  appailicnl  à  la  corde 
des  conlacls  rcpondanl  à  15. 

Celle  dcliullion  nou\cllc  ne  SMp|)0se  [)liis  (|ui'  le 
point  I)  soil  e\lériciir;  elle  |)eul  donc  s'étendre  à  un 
point  quclcon(pie  du  plan,  cl  la  drollc  ainsi  obtenue  est 
dite  hx.  poldiic  du  point  15,  (pii,  rcci|)roquenient,  est  le 
pôle  de  la  droile. 

Il  est  c\ident  que  la  j)olaiic  est  j)crpendiculaire  à  la 
droite  qui  joint  le  pôle  au  centre  du  cercle. 

l»ccipro(pienicnl,  si  par  les  divers  ])oints  d'une  droile 
on  mène  descon[)li's  de  lani;enles,  toutes  les  cordes  des 
contacts  iront  passer  par  le  même  point. 

On  le  reconnaît  inimédiatenieut  en  niellanl  lécpia- 
tlon  de  la  droite  sous  la  forme  iîKX  =  — a-. 

7o.  On  j)eul  reconnaître  que  toute  sécante  issue  d'un 
pôle  I)  est  divisée  harinoniquenicnt  par  la  polaire  et  par 
la  circonlércncc.  Pour  cela,  prenons  |)Our  origine  le 
point  B;  ré<|uation  de  la  polaire  devient  âc(x  — c)  =  ci-, 
et,  si  nous  la  coupons  j)ar  la  droite  de  direction  u  (u  étant 
\\n  vecteur  unitaire),  le  point  f  nous  sera  donné  par  la 
relation 

5cK  =- «- —  6-     on      I6cu:^rt- — c*. 

Maintenant,  lécpialion  de  la  circonférence  est 


—  97  — 
cl,  en  la  coupant  par  la  mcmc  sécante, 

x*u" —  2x6 eu  rr=  f-  —  tr 
ou 

a*  -I-  2. r  S  eu  -1-6*  —  c/*=  o. 

En  appelant  ci,  e  les  deux   racines  de  cette  équation 
(longueurs  de  BD  et  de  BE),  nous  avons 


II  :>,  il  eu 


";;  ' 


d         e  6*  —  a'-        f 

d'après  la  relation  précédente  en  f.  La  propriété  en  ques- 
tion est  donc  démontrée.  On  pourrait  également,  si  on 
le  jugeait  bon,  la  prendre  pour  définition  des  polaires. 

76.  Il  serait  facile  d'étendre  ces  considérations  à  la 
sphère  et  d'établir  ainsi  la  théorie  des  pùlcset  plans  po- 
laires et  des  droites  polaires.  Les  calculs  seraient  iden- 
tiquement les  mêmes  que  ceux  qui  viennent  d'être  em- 
ployés. Il  suffirait  de  faire  disparaître  la  restriction  que 
toutes  les  figures  sont  dans  un  même  plan. 

On  verrait  ainsi  qu'à  tout  point  pris  comme  pôle  ré- 
pond un  plan  polaire;  que,  lorsque  le  pôle  parcourt  une 
droite  quelconque,  tous  les  plans  polaires  correspondants 
se  coupent  suivant  une  droite  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière et  réciproquement;  que  ces  deux  droites  jouissent 
de  propriétés  absolument  réciproques  l'une  de  l'autre; 
que,  l'une  étant  extérieure  à  la  sphère,  l'autre  coupe  tou- 
jours la  sphère,  etc.  Mais  nous  nous  bornons,  pour 
abréger,  à  ces  indications  générales,  qui  pourront  fournir 
au  lecteur  matière  à  d'utiles  exercices. 


L.  —  Quaternioits . 
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EXERCICES. 

3i.  Si  l'on  mène  des  tangciitct  nit.r  sommets  d'un  triangle 
ABC  inscrit  dans  un  cercle,  les  intersections  P,  Q,  R  de  ces  tan- 
gentes avec  les  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Celte  propriété  jxiurrait  s'établir  sans  peine,  comme  réci- 
proque de  celle  de  l'exercice  33,  jiar  les  pro|>riétcs  des  polaires. 

Nous  la  démontrerons  ici  par  nn  calcul  direct. 
Nous  avons 

p  =  A  -1-  xAP  i^jn  4-  (i  — :)  le. 

Opérant  ))ar  S.  a  X,  et  remarquant  que  AP  est  tangente  au 

cercle,  il  vient 

Sa/a  —  cl 

Sa'  =  j-Sab-I-  (i  —  vISac,      d'où      )  —  — -! [. 

•^  '         ''  '  •  Sa'b  — c) 

Donc 

p5a   b  —  c    =b5aa  —  c)  —  c6aa  —  n). 

On  a  de  même 

oSbc  —  A  cÔB^n  —  A^  —  a6b[b  —  c), 

rSca  —  B^  ^_  aSc[c  —  b)  —  B6c(n  —  a). 

Delà,  par  addition,  une  relation  de  la  forme 

/p  p  H-  <y  <>  -1-  TR  =  o , 

p  -^  q  -^  r  étant  nul .  Donc  (13)  les  points  P,  Q,  R  sont  en  ligne 
droite. 

On  établirait  sans  peine  une  propriété  analogue  pour  la 
sphère . 

f  T  PQ  ,  - 

LonoLi.AiRR.  —  Le  rapport  r— -  est  tlonne  par 

;•  Sac  —  Sbc 

<7        Sab  —  Sbc 
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(•OS9.B  —  c()s?.A                            sinCsiii   IJ— A] 
ou  encore ^ ■• 

COS2(j  —  COS2  A 


sinB  sin(C —  A) 


35.    Un    ceivlc  est  cuupé  par   une  iiifinilé  d'autres  dont  les 
circonférences  passent  par  deux  points  Jt.res.  Démontrer  quêtes 

cordes  connûmes  passent  toutes  par  un  nicine  point. 


Soient 


(0 

et 


x'=— rf* 


(2)  (x-CJ-^=-,^ 

les  cqualions  de  la  circonférence  fixe  et  de  la  circonférence  va- 
riable. 

Soient  en  outre  A,B  [fig.  23]  les  deux  points  fixes  par  les- 

Fig.  23. 


quels  passe  la  circonférence  variable. 

1^'équation  de  la  corde  commune  PQ,  obtenue  par  soustraction 
au  moyen  des  équations  (i],  (2)  est 

2Scx=r'—  c''  —  (P. 


I  oo    

Coiipons-l.i  par  la  iliolte  AB.  Pour  cela,  nous  remplacerons  x 
jiar  .VA  -^  (i  —  f  )b.  d'où 

'2î5c[xA  -+-  (l  —  -^Jb]  :=  I- —  C-  —  <•/*. 

Mais,  A  et  B  satisfaisant  à  IV'quation  [i],  on  a 

2Sc\  =  /-* — a- — c-,     2ScB=i/- — b-  —  c', 
et,  par  substitution, 

.1-  (  b^  —  a*  )  -r-  /2  -  b-  -  c^  =  /-^  —  c^  -  d\ 
b*  —  d' 


b«  -  ii^ 


Donc,   .'    étant    constant,   le   point   R   est  fixe.    Le  rapport 

RA       .r-i       a^-rf^         ,     ,  ,,  .     ,       ,   .    , 

-r—  r= —   -  =r  —- est  eiial,  comme  1  on  voit,  a  celui  des 

IIB  X  b* —  cl- 

carrés  des  tangentes  AT,  BU  menées  des  points  A,  B  au  cercle 
fixe,  si  ces  points  sont  extérieurs.  Dans  tous  les  cas,  l'interpré- 
tation géométrique  est  extrêmement  facile. 

3G.  D'u/i  point  donne  on  abaisse  des  perpendicidaiies  sur 
tous  les  plans  tangents  a  une  sphère.  Trouver  l'équation  du  lieu 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

Soient  A  le  point  donne,  X  le  pied  de  la  pcrpeatliculaire, 
P  le  point  de  contact  du  plan  tangent.   On  a 

(1)  P«r=-««. 

(2)  Sl'X  :=  —  rt-, 

et,  AX  étant  parallèle  à  p, 

(3)  x-A  =  .ri.. 

Opérant  sur  (  3)  par  6.x  X,  on  a,  en  vertu  de  [1). 

(4)  x^— 5ax= — d'.v. 


—    loi    

Élevant  (3)  au  canc', 

(5)  {x-Ay-=-n-'j\ 

d'où,  j)ar  élimination  de  .r  entre  (4  )  ^t  (5), 

(x-^— Ci..vx)«=  — rt«(x—  a)^ 

Tello  est  l'cquation  du  licii  clierché. 

37.  Si  (mis  sphères  se  coupent  deux  h  deux,  les  trois  plans 
d'intersection  passent  par  une  même  droite. 

Car,  si  a,  b,  c  sont  les  vecteurs  des  centres,  les  e'quations  des 
trois  sphères  sont  de  la  forme 

X  -  —  9,  S  AX  ^^  rt ,        X  -  —    .>.  6  B  V  :=  è ,        X"  —  2  S  CX  =  c' , 

et  les  équations  des  plans  d'intersection 


5  ^  A  —  B  j  X  =  Z»  —  «, 

i5(c  —  a)x^<7  —  c. 

L'une  quelconque  de  ces  trois  équations  étant  une  consé- 
quence des  deux  autres,  on  voit  que  les  trois  plans  passent  par 
une  même  droite.  C'est  l'axe  radical  des  trois  sj)hères. 

38.  Tromer  le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  le  rapport 
de  ses  distances  à  deux  points  donnés  soit  constant. 

Soient  A,  Blés  deux  points,  /  le  rapport  donné.  Nous  avons 

(X-B)^-         • 

\-  —  9.  Sax  -I-  A-=  X*  (x*  —  aÔBX  H-  b'), 
(,  _  r-)x^—  1^  K  —  Pb]k  =  a'—  /.'-h\ 

équation  dune  sphère. 

Si  l'on  place  l'origine  en  b,  l'équation  prend  la  forme  j)lus 


I02    

simple 

39.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  la  somme 
des  corrés  de  ses  distances  à  plusieurs  points  donnes  ait  une  va- 
leur donnée. 

Soient  X  le  point  variable,  a,,  a^,  .  .  . ,  k„  les  vecteurs  des 
points  donnés  et/-  la  somme  donnée.  Alors 

(x-A,)^-+-(x-A,;^  +  ...+   (x-A„)^^-/«. 

c'est-à-dire 

//  X-  —   2  S  X  -  A  -t-  -  A*  r^:  /'  , 


h^)'-(T) 


-(^A^-f-/»), 


équation  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  moyen  des 
points  A.  Si  l'on  transporte  l'orij^ine  en  ce  point,  on  a 

x^=--(^AÎ-l-/M=--(/*-2aM. 
//  '  n^  ' 

La  sphère  est  réelle  pour  /- ^  1a-  .  Si  /-  =  Sa-,  elle  se  réduit 
à  un  point. 

Dans  le  j)lan,  le  même  problème  conduit  évidemment  à  une 
circonférence  au  lieu  d'une  sphère. 


EXERCICES  PROPOSES  SUR  LE  CILAPITRE   IV. 

1.  On  mène  dans  un  plan  des  droites  par  un  point  fixe. 
Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  ces 
droites  d'un  autre  point  fixe. 

2.  ABcst  un  diamètre  d'un  cercle,  PQ  une  corde  parallèle 
à  AB,  M  un  point  cpiclconrpic  pris  sur  AB.  Démontrer  qu'en 
grandeur  on  a 

MP--f-MQ^=MA2-T-MB=. 
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3.   Si  deux  ci'icl.'S  se  coupent  et  si   par  l'iiii  des   points    d<: 
rencontre  on  mène  les  diamètres  des  deux  cercles,  les  extrémités 
opposées  de  ces  diamètres  et  le  second  point  de  rencontre  sont 
ea  ligne  droite. 

k.  Le  lieu  des  points  il'où  l'on  voit  deux  cercles  inégaux  sous 
des  angles  égaux  est  une  circonférence. 

5.  Une  droite  se  meut  dans  un  plan  de  telle  sorte,  que  la 
somme  des  perpendiculaires  abaissées  sur  celte  droite  de  deux 
points  donnés  est  constante.  Trouver  le  lieu  géomélricjue  du 
milieu  delà  distance  entre  les  pieds  de  ces  per[)endiculaires. 

G.  O,  0'  sont  les  centres  de  deux  circonférences,  dont  la  se- 
conde passe  par  le  point  0;  par  un  point  commun  A  aux  deux 
circonférences,  on  mène  la  droite  AO',  qui  coupe  les  deux  cir- 
conférences en  C  et  D.  Démontrer  cpie 

AC.AD  =  2A0-. 

7.  A,  B,  C  étant  trois  points  d'une  circonférence,  démontrer 
que  U  (AB.BC.CA)  est  un  vecteur  parallèle  à  la  tangente  en  A. 

8.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  sur  tous  les  plans  passant  par  un  autre  point 
donné. 

9.  Démontrer  que  la  transformée  par  inversion  d'une  sphère 
est  aussi  une  sphère,  quel  que  soit  le  pcMe  de  transftnmation. 

10.  Une  sphère  touche  deux  droites  données  qui  ne  se  ren- 
contrent pas.  Trouver  l'équation  du  lieu  de  son  centre. 

11.  Etant  donné  un  tétraèdre  ABCD,  circonscrire  une  sphèic 
à  ce  tétraèdre. 

12.  Étant  donné  un  tétraèdre,  inscrire  une  sphère  dans  co 
létraèdie. 

13.  Déterminer  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données. 
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CHAPITRE  Y. 

DirnhlKNTIATION   DES   QIATI- UNIONS. 


Différentielles  de  fonctions  de  quaternions. 

77.  Lorsqu'on  soumet  au  calcul  les  quanlilcs  com- 
plexes ordinaires,  on  trouve  (ju'une  fonction  analytique 
d'une  variable  complexe  admet  en  général  une  dérivée, 
c'est-à-dire  que,  :;  étant  la  variable, y(z)  la  fonction  et 
dz  l'accroissement  de  la  variable,  l'accroissement  de  la 
fonction,  réduit  à  sa  partie  principale,  peut  se  mettre 
sous  la  forme f'[z)dz. 

Il  n'en  est  plus  de  même,  comme  nous  allons  le  re- 
connaître, lorsqu'il  s'agit  d'une  fonction  d'un  quatcrnlon 
variable.  La  variable  recevant  un  accroissement,  nous 
pouvons  toujours  considérer  la  partie  principale  de  l'ac- 
croissement de  la  fonction  et  l'appeler  différentielle  de 
la  fonction;  mais  cette  difierentielle  ne  peut  se  mettre 
en  général  sous  la  foi'me  d'un  produit  dont  l'un  des  fac- 
teurs serait  l'accroisscmenl  (ou  la  dillerenlielle)  de  la 
variable  indépendante. 

Si  A  est  un  cpiaternion  variable  et  J  =^f(^X)  une 
fonction  de  ce  fpialernion,  nous  définirons  donc  la  diffé- 
rentielle di    par  la  relation 

(  I  j  tll  -  :  hni , 

h  étant  une  (piantité  réelle  infiniment  petite. 


lOJ    — 

Or  (/  }    aura  hicii  la  I  orme  '--(  A  ,  (I  -\),  mais  non  pas,  en 
f^énéral,  cp(  A' j  .r/A' ni  r/.\.  o(A). 

78.   Pour  cclaircir  colle  iiolion  de  l'absence  de  dé- 
rivée, j)renons  connue  <'\enjple  la  lonclion 

Y—  X-. 

Si  nous  donnons  à  A  raccroisscnienl  r/A,  nous  avons, 
j)Our  accroissement  de  la  lonclion, 

A  .(/A'  -\-(/X..Y  -\-  [c/xy- 

ou,  en  négligeant  le  dernier  lerme,  qui  esl  du  second 
ordre, 

dy~-A'.(iX-h  (LY.X, 

expression  qui  ne  peul  se  mctlre  sous  la  forme  dX.X' 
sans  que  A' dépende  à  la  lois  de  A  cl  de  dX. 
Comme  second  exemple,  soit 

/{X-h  dX)-/[X]. 


XrlX       A'  X 

et,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs 
au  premier, 

./,-==-!. /.ri. 

X        X 

expression  qui  ne  se  réduit  pas  non  plus  à  la  forme 
X'.clX  ou  dX.X',  si  ce  n'est  lorsque  A  et  rfA  sont  co- 
planaires  ou  bien  lorsque  ^A'  est  réel. 

Celte  absence  de  dérivée  d'une  lonclion  de  qualcrnion. 


—    io()   

d'une  manière  g(5néralo,  lient,  eommcon  le  voit,  à  la  non- 
comniutalivité  de  la  ninltiplicalioa  par  dX.  Aussi  y 
a-l-il  une  dérivée  chaque  fois  que  rf-Y  est  réel. 

Si,  en  particulier,  un  quaternion  J^est  fonction  d'une 
variable  réelle  O',  il  y  aura  toujours  une  dérivée,  qui,  en 
général,  sera  un  quaternion. 

79.  Si  la  dilTércnlielle  (/.V  de  la  variable  se  compose 
de  deux  parties  r/,  X -h  cliX,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
aura  (Lf  {X)  =  (^  .f{X)-h  d,.f{X).  En  effet,  la  défi- 
nition (i)  de  la  différentielle  nous  donne 

/l=0  II 

,.     J[X^I,d,X  —  h di  X]  —  /(.Y  4-  h r/,  X 
4-  Iim  -— ^-! — '■ 

ll-o  II 

—  dJ{X]  -+-  Hm^/,/(  X  -'r-  hd^  X) 
=  dJ[X)-^'<Çf[X]. 

On  étendrait  sans  plus  de  peine  ce  raisonnement  à  un 
nombre  quelconque  d'éléments,  au  lieu  de  deux,  comme 
nous  l'avons  supposé. 

Dans  le  raisonnement  qui  précède,  d,f[X)  eld^/[X) 
représententévidemment  les  différentielles  résultant  iso- 
lément des  accroissements  (l,X  et  d^X. 

Différentielle  d'une  somme. 

80.  La  définition  même  de  la  différentielle  ^77)  nous 
montre  que  la  différentielle  d'une  somme  est  égale  à  la 
somme  des  différentielles  des  éléments.  Donc,  si 
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Uf  f^, .  .  .  étai)l  aulaiil  de  lonclions  de  A',  nous  iiuioii'^ 

dY  —  du^dr-\- 

Bien  enlcndii,  la  dinéi'cnlicllo  dX  do  la  variable  iii- 
dépendanle  tloit  rosier  parlouL  lu  même. 

Différentielle  d'une  fonction  composée, 

81 .  Soit  X'  =y(  ^  1  f^T  •  •)  une  fonction  de  plusieurs 
variables  U,  F , .  .  .  ^  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions 
d'une  seule  variable  indépendante  X. 

La  difTérentielle  sera,  par  définition, 

,.r       .•    f{U-^hdU,r-^li(lJ'....'—fU,r... 
dx  =  uni ; ' ) 

f,-0  II 

et,  en  sui\ant  exaclomenl  la  morne  méthode  que  pour  les 
fonctions  de  variables  réelles,  on  verrait  que  Ton  a 

dY=d,Y  ^d,Y-^  .  .  ., 

il^Y ,d^l ,  .  .  .  représentant  les  différentielles  de  la 
fonction  J  =y^(  U,V^.  .  .')  lorsqu'on  y  fait  varier  isolé- 
ment TJ^  puis  V T  '  .  . 

11  est  clair  qu'ici,  comme  précédemment,  le  résultai 
obtenu  sera  loujours  une  fonction  homogène  et  du  pre- 
mier degré  des  différentielles  dU^  dV. ...  ou  de  la  dii- 
férentielle  dX. 

Autres  propriétés  de  l'opération  </. 

82.  Si  l'on  décompose  un  qualernion  1^  en  sa  partie 
réelle  i  g  ^t  sa  partie  veclorielle  i  ,-,  nous  aurons 

dYz^dY^-\'dYi. 

Or,  la  dillercntielle  dY\  d'une  quantité  réelle  est  es- 
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scnliollemcnt  réelle,    celle    d'une    qiianlilé    Acctorlelle 
r/J  ,  esl  vectorielle.  Donc 

Si  nous  prenons  le  qualernion  conjugué  de  J  ,  c'esl- 
à-dire  J  „ — J',-,  nous  aurons 

f/.CJ  y  —  dr^  —  dl'i  rs:  CyiY. 

On  exprime  ces  divers  résultats  en  disant  que  le  signe  d 
est  commutatif  avec  les  signes  S,  Il  ou  cj. 


EXERCICES. 

40.  Troiner  la  différentielle  d'un  produit. 

Soil  Y=z  Ul'ÏV .  .  .  le  jiroduit  en  question.  D'après  ce  que 
nous  avons  vu  sur  les  fonctions  composées,  nous  obtiendrons 
immédiatement  la  différentielle  en  cciivant 

dr=  du.  r.  jv. . .  ^  u.dr.  //...+  uv.dfv . ..+... 

41.  Trouver  ht  différentielle  d'un  quotient. 

Soit  }'i=  — •   Do  là  U  =--  y  Y,  et,  par  conséquent, 

dU  =  dT  .Y-^  J'.dY, 
rdl  --dU  —  dF.Y, 

I 

et,  opérant  par  —^ 

dY='-dU-^dr.Y=.UdU-dV^l 


lOQ    — 

qu'on  peut  encore  écrire 

Corollaire.  —  En  faisant  U=^  i,  on  a 


42.  Différentielle  de  <IX. 
On  a 

[^xY—xÂ, 

comme  on  l'a  vu  plus  haut.  De  là,  prenant  les  différentielles  des 
lieux  membres, 

2 «L X.  d^  X  =  dX.  X  -1-  X. dX:z^'2Ô{x dX)  —  2  S  (xdX) . 

-       [IXY 

Remplaçant  X  par  -^ — — -  >  nous  avons 
dHX  dX 

(^)  ■Cr=^x* 

Si  la  variable  est  un  vecteui",  on  a 

dZ  x        ,  d\  I     , ,  ,„ 

-^^=  5  — =  —  ^^  6  Ux.f/x  , 
«Lx  X  (Lx     ^  ' 

(2)  r/£x=  — S(Ux.^x). 

Dans  ce  cas,  il  est  très  facile  d'obtenir  directement  ces  for- 
mules par  des  considérations  gcomélriques. 

43.  Différentielle  de  \{X. 
On  a 


X^ZX.UX, 


—     I  lO    — 

d'où 

dX  —d^XAK X  -i-  ^X  .dWX. 


0|)erant  par  —  X  » 


dX      diiX      cnxx 

ou,  en  vertu  delà  relation  (i)  de  l'exercice  précédent. 
dViX       dX       ^  dX      ,,  dX 

formule  qui  est  encore  d'une  interprétation  géométrique  immé- 
diate lorsque  X  est  un  vecteur. 

kk.   DiU'érentieUe  de  X^ . 

Si  Y  =:  X^,  on  a,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  (78), 

dY^dX.X  -\-  X.dX, 

c'est-à-dire,  en  décomposant  X  et  dX  en  leurs  parties  réelles  et 
vectorielles, 

dr  =  2SXdX  -+  2ÔX.\)  dX  +26  dX.  U  X. 

s'il  s'agit  d'un  vecteur  au  lieu  d'un  quateinion,  on  a 
ÔA  =  o,     S>dX=o, 
et  il  reste  seulement 


ko.   Différentielle  de  -  • 


On  a,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  i  Ex.  41  ), 


1 1  I 


Mais  ici,  .\,  -,  r/x  f't;iiU  des  vccreiirs,  on  a  '38) 


,1  .  I    ,  .(l\ 

il\  -  :=  r    —  (l\  z=z  ç\  —  . 
X  "^  X  ^    \ 


et,  par  conséquent, 


.  I  _        \    .  (l\ 

X  XX 


46.   Différentielle  de  — - . 

Posons 

I 


De  là 


et,  par  différentiation. 


'  =  -x- 


I 


—  y.  dY  y  -    A'  dX  -J-  dX .  X. 
Ojiérant  par  —  Y[     )  I*  et  remplaçant  Y  par  — ^  ■, 


Si  X  est  un  vecteur  x,  la  différentielle  se  réduit  à  l'expression 
réelle 


X-  X 


Diflérentiations  successives. 


83.   La  notion  des   différentielles  des  divers   ordres 
s'Introduit    ici  aussi  naturellement  que   dans  l'analyse 


1  I  "2     

ordinaire  cl  ne  sanrail  donn»  r  lieu  à  des  difficullés  nou- 
velles, puis(iu'il  suffit  d'appliijuer  les  mêmes  |>rocédc'S 
de  calcul  aux  dilTérenlielles  obtenues  déjà,  pour  obtenir 
les  différentielles  d'ordres  supérieurs. 

Comme  exemple,  prenons  la  fonction  i  :-X-.  Nous 
avons 

dY=X<iX-h(LY.X 
et  de  là 

r/î  Y  —  .Yen  X  +"2  (  dX  )«  -H  r.  «  .V .  X. 

Si  A  était  un  vecteur  x,  on  aurait 

dY  =o.S(x^/x), 

r/*r=  2(r/x)-+  26(Xf/'x). 

Bien  entendu,  si  l'on  donne  à  la  variable  indépendante 
un  accroissement  dX  qui  soit  constant,  il  faudra  faire 
d-X=.d'^ X  =  .  .  .  =  o  dans  tous  les  calculs,  qui  se  sim- 
plifieront beaucoup  par  cela  même. 

Cas  des  variables  réelles. 

84.  Nous  avons  déjà  vu  que,  si  la  variable  indépen- 
dante est  réelle,  on  obtient  une  dérivée  tout  comme 
dans  l'Algèbre  ordinaire.  Supposons  que  la  fonction, 
dans  ce  cas,  soit  un  vecteur  y  ^=f[x).  Alors  le  lieu  du 
point  Y  sera  bien  évidemment  une  certaine  courbe.  La 
différentielle  d\  représente  la  corde  infiniment  petite 
qui  unit  deux  points  de  cette  courbe  infiniment  rappro- 

dx 
chés,  et  la  dérivée   —  est  un  vecteur  fini  parallèle  à  la 

tangente. 

Si  un  vecteur  y  était  donné  en  fonction  de  deux  va- 
riables réelles  indépendantes,  sous  la  forme  y  r=:/(jr,  c), 
le  lieu  du  point  y  serait  généralement  une  surface,  puis- 


—   .i3  — 

(m'en  aUrlhiianl  à  riinc  des  variahles  une  valeur  quel- 
conque ou  oi>lient  uuc  courhc.  La  dilTércnlicUc  de  y 
pourra  alors  se  mellrc  sous  la  forme  ordinaire 

r/v         ,    ^^Y 
(l\  =  —  (ix  -r-  -r-  dz. 
itx  dz 

-—=  f',.(x,  z)  Cl -— =  f'.(x,  z)  sont  ici  deux  vecteurs 
d.r       •'  •'  ^  '         fiz        -^  ~^  ' 

langenls  à  deux  courbes  tracées  sur  la  surface.  Ils  déter- 
minent donc  le  plan  tangent. 

Nous  nous  bornons  ici  à  ces  rapides  indications  géo- 
métriques, qui  n'ont  d'autre  objet  que  d'éclaircir  les 
notions  de  la  différentiation  dans  des  cas  particuliers, 
mais  dont  l'usage  est  très  fréquent. 

Fonctions  réelles. 

80.  Soit  (oui  d'abord  une  fonction  réelle J [X )  d'une 
seule  variable  indépendante  X.  Si  nous  remplaçons  le 
(juaternion  A  par  son  expression  développée 

et  si  nous  faisons  varier  séparément  XQ,x^,  x^,  x-z,  nous 
aurons  (79) 

df=  d.f-i-  dj-^  dJ-\-  d,f. 

Mais,  dans  cette  relation,  tous  les  éléments  sont  réels. 
Les  dérivées  ---5  -7^^ •  sont  donc  bien  déterminées,  cl 

d.r^     (IX  i 

nous  pouvons  poser 

d„r       .  ci,/  d,f  dj 

flx^  dxy  dv,  d.r^ 

/'o-  P\  '  /'2'  /'s  étant  des  fonctions  de  A',  mais  non  de  dX. 

L.  —  QuaCernions.  O 
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Par  conséquent,  la  différenlielle  peut  s'écrire 

c'csl-à-dlrc,  en  posant  P  ^^ /^) -i- />(i| -h /'oio-i- /',)  I3, 

P  est  ce  qu'on  peut  appeler  la  dérivée  qunlcrnioii  de  la 
fonction  réelle  y. 

Si  l'on  avait  une  fonction  réelle  de  plusieurs  (juater- 
nions  f{X,  1 ,  Z, .  .  .  ),  on  verrait  sans  peinr,  en  faisant 
varier  X,  1  ^  Z,.  .  .  successivement,  qu'on  a 

clf=  èPdX-\-èQ  (lY  +  ^RdZ  ~\-  .  .  .  . 


P,  Q,  R, .  .  .  sont  les  dérivées  parlielles  de  la  fonction 
réelley  par  rapport  aux  quaternions  A,  J  ,  Z, .  .  .  . 

Il  est  clair  que  les  mêmes  conclusions  subsistent  si 
les  variables  indépendantes  sont  des  vecteurs  x,  v,  z,..., 
et  non  plus  des  quaternions.  Seulementr/j'o  disparaît,  de 
même  que  do/ cl  po,  dans  le  calcul  ci-dessus,  de  sorte 
que  les  dérivées  P,  Q,  >  .  •  se  réduisent  elles-mêmes  à 
des  vecteurs  et  qu'on  a,  pour 

/(x,  Y,  /.,...  \ 

Dans  les  applications,  l'usage  de  ces  dérivées  par- 
lielles géométriques  est  souvent  très  avantageux. 

Définition  de  l'opérateur  v. 

86.   Hamilton  a  représenté  par  le  symbole  V  l'opéra- 

,  d  d  <■/,,, 

lion  complexe  i| -^ \-i»- i- i:!  •^—  s  appliquant  a  une 

clJCt  fijr.y  (i,!*^ 
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l'onclion  d\\n  vecteur,  c'csl-ù-dirc  que,  posant 

nous  aurons 

V/  X    =1,-^-1-  I, I-I3-— • 

dx^  (Ix-i  (Ir^ 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  fonction  rcelle.  L'ex- 
pression yy"(x)  se  réduira  à  un  vecteur,  et,  comme 

nous  aurons  aussi 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  écrit 
/[\)  =  const., 

équation  (jui  représente  évidemment  une  surface. 
Nous  tirons  de  là 

et  par  conséquent 

5[v/(x)./x]=o. 

Vj(x)  représente  donc  un  vecteur  dirigé  suivant  la 
normale  au  jioint  correspondant  de  la  surface,  puisqu'il 
est  perpendiculaire  à  ^x. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  si  l'on  considère  deux  sur- 
faces de  la  même  famille  obtenues  en  faisant  varier  la 
constante,  que  le  module  de  \'J'{'^)  est  inversement 
proportionnel  à  la  distance  normale  de  deux  surfaces  in- 
finiment voisines. 
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Différentiation  des  fonctions  implicites. 

87.  Si  l'on  donne  une  relation  /'(.V,  J  )  =  o,  on  en 
|)eut  lirer,  en  écrivant 

une  équation  qui  contiendra  (i\  et  r/J  .  Le  premier 
membre  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ces 
deux  dlflérenlielles.  On  est  ainsi  ramené  à  une  autre 
question  (celle  de  la  résolution  des  équations)  dont 
nous  parlerons  sans  doute  un  peu  plus  tard,  mais  qui  est 
en  général  assez  compliquée.  Dans  un  grand  nombre 
d'applications,  les  calculs  peuvent  se  simplifier,  du  reste, 
dans  une  proportion  considérable. 


EXERCICES  PROPOSES  SUR  LE  CHAPITRE  \. 

Établir  les  formules  suivantes  : 


,.,/.SU.V=-C..«.VU^'=-S-^^^^ÎUU.V. 


•2.  r/. u u.r  :^  l) . u .r-'  Il  [dx. .1'-' 


3.  ./.(Ll)UX=:S:^îi^=S-^-6UX, 
\\.\iX         XWMX 


h.  Trouver  la  différentielle  de  >J X. 
5.  Trouver  la  différentielle  de  y X. 
G.   Calculer  r/-\Ux\  s  étant  un  vecteur 


I  1 


7.  iMoiiticr  (|ue  d-  [ i  .A'  peut  s'écrire  —  (L X  (  U  — -  j  • 

8.  Différenticr  A' ,  x  étant  une  variable  réelle,  en  supposant 
successivement  que  ./  soit  un  quaternion  quelconque,  un  qua- 
ternion  unitaire,  un  vecteur  quelconque,  un  vecteur  unitaire. 

0.  Soit  /(x)  =1=  :i6A\SBV  +  j  g'x-.  Si  r//'(x  =r-ONr/\, 
montrer  (pi'on  a  n  r  .  lll  axb  -{-  (^^  -r  -6  ab)  x. 
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CHAPITRE  VI. 


L    ELLIPSE. 


Équations  de   l'ellipse. 

88.  Supposons  que  l'ellipse  soit  définie  comme  le  lieu 
des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  un 
point  fixe  F  {fig.  ^^)  ci  à  une  droite  fixe  DE  soit  égal  à 
une  constante  e,  e  étant  plus  petit  que  i. 

Fiff.  54. 


Alors,  en  appelant  b  le  vecteur  FD  perpendiculaire 
à  DE,  nous  aurons  pour  équation  de  la  courbe  (Ex.  24) 


li-  X    =  <?-     B- 


Sbx)-, 


équation  qu'il  serait  d'ailleurs  bien  facile  d'établir  di- 
rectement. 

Cherchons  les  points  où  l'ellipse  coupe  la  droite  FD. 
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l*our  cela,  remplaçons  x  par  xn  ;  cela  nous  donnera 

d'où 


e 

•»      X"  zzz  — 


j  -t-  t'  I  —  e 

Ces  deux  valeurs  sont  l'une  positive,  l'autre  négative  , 
puisque  e  <^  i ,  et,  par  suite,  les  points  cherchés  A  et  A' 
sont  de  part  et  d'autre  de  F.  Ainsi 

FA  —  — ^  FD,     FA'  =-- —  FD. 

1  -i-  t"  I  —  e 

De  là,  en  appelant  O  le  milieu  de  A' A, 

c*  2c  OF        e 

OF  = ;  FD,      A'A  = FD,     -r^  =^  -  , 

I  —  e-  I  —  e-  A  A         2 

ou  encore,  en  posant  îAA'ir^  2rt,, 

(LOF       .-./,. 
En  posant 

OF  — F,     OA^A,     OX  =  x', 

les  relations  précédentes  donnent 

1  —  e- 

On  a,  en  outre, 

x'^  F  -+-  X. 

Si  Ton  porte  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de  u  et  de  x 
résultant  de  ces  relations,  on  trouve,  après  des  réduc- 
tions très  faciles, 

C'est,  en  supj)rimant  Taccent  et  prenant  OX  comme 
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veclcur  courant,   réqualion    de   IcUipsc    rapporléc   an 
centre  comme  origine. 

Nous  pouvons  aussi  trouver  direclemenl  cette  équa- 
tion en  parlant  de  la  propriété  des  deux  foyers 

£XF  -f-£XF'— 2«,. 

Remplaçant  en    efFct  OX  par  x  et  posant  toujours 
OF  =  —  0F'=  F,  cette  relation  nous  donnera 

y/ —  (x  -+■  fj-  -4-  y/ —  [^  —  ^'  r  ^^  2^1* 
On  en  tire,  en  isolant  d'abord  le  premier  radical, 


«1  H-  SF.\=r/,y/—  (X   —  F)-, 

puis,  en  élevant  au  carré,  réduisant  et  tenant  toujours 
compte  du  module  de  f, 

(2)  alx'-^'r-{e>Tx;-  =  a\{c'--i]. 


89.   Posons 

a]  X  -\-  fSfx 


31  *"=  ,.,,. 


La  fonction  <î>x  représentera  évidemment  un  vecteur 
qui  coïncidera  avec  x  en  direction  lorsqu'on  donnera 
à  X  la  direction  de  f  ou  bien  une  direction  perpendicu- 
laire, et  dans  ces  deux  cas  seulement. 

Au  moyen  de  ce  symbole,  nous  arrivons  à  donner  à 
l'équation  (2)  la  forme  extrêmement  simple 

^  4  )  6  X  '!>  X  =r  I  . 

La  simple  inspection  de  la  forme  (3)  de  la  l'onction  •!• 
montre  (|u'on  a 

(5)  ^/,\  —  /,>V\, 

(6)  «frfx -^  y]  =  i-x -h 'l'Y, 
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De  plus,  nous  avons 


«:  VX  -f-  YF  C«FX 

Y  *  X  =:      '     .  .    , ^. —  , 


xty  =r 


fl*XY  -I-  xfSfy' 


,v 


n\[c—x) 
t'I  par  conséquent 

'7)  Sx* Y  =-  Sy<1'X, 

Ces  propriclés  (5),  (6),  (7J  de  la  lonclion  <!>  sonl  loul 
à  fait  fondamentales. 

Nous  aurons  occasion  de  revenir  ultérieurement  sur 
CCS  notions,  en  les  généralisant  beaucoup.  Pour  l'in- 
stant, ces  simples  indications  nous  suffisent. 

Tangente  à  l'ellipse. 

*-)().  Prenons  un  point  sur  la  courbe  représentée  jiar 
l'équation  (4):  puis  donnons  au  vecteur  de  ce  point  un 
accroissement  infiniment  petit  (ix,  en  ne  quittant  pas  la 
courbe.  Alors  nous  aurons  (81) 

3  (  r/x ,  <t>  X  )  -4-  5  [  X f/*  \    =r  o. 

Mais  la  propriété  (6)  ci-dessus  montre  immédiatcmenl 
«pie  dA'\  =  ^(I\.  Donc,  en  vertu  de  la  propriété  (7), 

8)  S(£/x.*x;  =  o, 

ce  qui   montre   que  le  vecteur  'l>x  est  dirigé  suivant   la 

normale  à  la  courbe. 

Actuellement,  un  point  quelconque  de  la  tangente  est 

1      -    .  f/x     ,    ,  •    n    •  •       /   1 

donne  j^ar  y  ^^  x  H — 7"  »  ^  étant  un  inliniment  petit  réel. 

Donc,  niullipliant  par  <l<x  et  prenant  les  parties  réelles, 

Sy^xi^  Sx'J'X, 
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c'est-à-dire,  en  vcriu  de  réqualioii  (4). 
(9)  Cvl.x  =  i. 

Telle  est  Téquation  de  la  tangente  en  un  point  x  donné 
sur  l'ellipse. 

La  propriété  réciproque  (7)  montre  que  l'équation  de 
cette  tangente  pourrait  encore  se  mettre  sous  la  forme 

f  I  o  1  il  X  <!>  Y  =  I  . 


Examen  de  quelques  fonctions  analogues  à  •!>. 

91.  Pour  éclaircir  un  peu  ces  notions,  nous  pouvons 
les  traduire  rapidement  en  coordonnées  cartésiennes. 
Rapportons  X  à  deux  axes  rectangulaires,  en  posant 

x  =r  .rji,  -t-  Xjio. 

Alors  on  a 

(II)   *x:-._r"i.,~— ^  J=-(::i.,+  :^,,y 
L«ï        «.":•  — ^J    J         V'I         «2    / 

en  posant  a,  ■=  «,  y  1  —  e-  (le  demi-petit  axe). 

L'équation  de  l'ellipse  (4)  répond  donc  à  la  forme 
connue 

x]        x-, 

0  \        (i  î 

et  l'équation  (9)  delà  tangente  n'est  autre  que 

équation  ordinaire  de  la  tangente. 

On  remarquera  l'effet  bien  curieux  de  cette  fonction  t, 
qui  dèfonne  en  quelque  sorte  les  figures  dans  le  plan 
suivant  une  certaine  loi,  puisqu'elle  modifie  tout  vec- 
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leur  X    en  altérant  séparément  ses  deux  coordonnées 
suivant  des  rapports  difTérenls. 

Si  l'on  répète  la  même  opération  <i>  sur  <t\,  nous  au- 
rons, en  vertu  de  la  définition  cartésienne  (i  i), 

't.'l'x  =  'l'-x=~  I,  -4-  ^i,. 

On  aurait  de  niéme  les  svmboles  exprimés  par  «l»'',  «t' 

Inversement,  appelons  4>-'  l'opération  qu'il  faudrait 
(aire  subir  à  <l>x  pour  transformer  ce  vecteur  en  x.  Alors 

*-'  ( ^'   I, ^.|i,  )=r.r,i,  -{-X^l.,, 


a\ 


^'0 


c  est-a-dirc,  en  remplaçant r,  par  or, , ',  par  x, , 

puis  supprimant  ensuite  les  accents, 

Enfin,  si  nous  posons 


iendi 


Yx=i--  I,  -+-  — 1.„ 


1  2x  =  —  Il  -h  -^  I.,  =  —  *  X, 


Toutes  ces  fonctions,  comme  la  fonction  fondamen- 
tale *  dont  elles  résultent,  jouissent  des  propriétés  fon- 
damentales (5),  (6),  (7). 

92.  On  peut  exprimer  les  propriétés  précédentes  très 
simplement  sans  recourir  aux  coordonnées  ordinaires. 
Nous  nous  contenterons  d'inscrire  ici  les  formules  sans 


-  10.4  - 

démonsiration,   loulc  explication  étanl  pour  ainsi  dire 
supcriluc  : 


(.3)  .1.^'x 


1 1  S 1 1  X        I .  s  I ..  X 

I,  Si,  X        i^SijX 


tt, 


(l4)  ^"'X  =  «7f  I,Ol,X   -i-    (7"^  l2Î3l,\, 

i5  Tx  =  --!—'-  +  - — ^ 

^      '  \     «1  «i 

(i6)  M'-x^^-'l-x, 

(i-j)  T-'x  =  —  (fl-,  iiûijx  -+-  a,i,^i,\). 

Une  conséquence  remarquable  de  ces  formules  est 
relative  à  une  nouvelle  forme  de  l'équation  de  l'el- 
lipse (4)-  Cette  équation,  en  vertu  de  la  relation  {i6), 
peut  en  effet  s'écrire 

5  xT- X  =  —  I      ou      S xT  ( T X  )  =  —  I . 

Mais,  la  })ropriété  (j)  étant  applicable  à  la  fonction  T, 
on  a 

î5xT(M'x)  —  5TxMx=r  [W\)K 

Donc,  en  définitive,  l'équalioji  de  l'ellipse  prend  la 
forme 

(i8)  ZWk  —  i, 

Ainsi  Tx  est  un  vecteur  unitaire,  et  l'équation  de  l'el- 
lipse est  ici  la  même  que  celle  d'une  circonférence,  ce 
qui  s'explique  tout  naturellement  dès  qu'on  examine  la 
signification  géométrique  de  la  fonction  T. 
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Tangente  par  un  point  extérieur. 

93.  Nous  avons  vu  plus  haut  (jue  réqualioii  de  la  tan- 
gente  en  un  point  x  donné  sur  la  courbe  est 

fol  S  yI'X  -:  I 


(  I  o  ;  t.  \  'l' N  ^  I . 

Supposons  maintenant  que  le  point  y  soit  donné  el 
que  par  ce  point  nous  voulions  mener  une  tangente  à 
l'ellipse. 

L'équation  (lo)  nous  déterminera  le  point  de  con- 
tact X  que  nous  cherchons;  mais  cette  équation,  en  \ 
regardant  x  comme  vecteur  courant,  représente  une 
droite,  qui  est  par  conséquent  la  corde  des  contacts.  La 
direction  de  cette  corde  est  perpendiculaire  à  ^v. 

Si  nous  prenons  un  point  extérieur  quelconque  Rsur 
la  corde  des  contacts,  la  nouvelle  corde  des  contacts  ré- 
pondant à  ce  point  aura  pour  équation  Szlr,  :i^  i;  mais 
on  a,  en  outre,  SR<l>y  =  i ,  puisque  R  est  pris  sur  la  corde 
des  contacts  répondant  à  \.  De  là  6y<I'r=  i,  c'est-à- 
dire  que  la  corde  des  contacts  répondant  à  R  passe  par  Y, 
propriété  identique  à  celle  que  nous  avons  remarquée 
dans  le  Chapitre  IV  pour  la  circonférence. 

Il  ne  serait  pas  bien  difficile  de  montrer  que  la  droite 
Sx<l>v  =  i  n'est  autre  que  la  polaire  du  point  y,  que 
celui-ci  soit  extérieur  ou  intérieur,  et  d'établir,  en  par- 
lant de  là,  toutes  les  principales  propriétés  des  polaires. 
jNous  ne  nous  v  arrêterons  pas,  et  nous  nous  contente- 
rons seulement  d'attirer  l'attention  sur  la  relation  entre 
la  direction  du  vecteur  y  etcelle  de  lapolaire  du  point  Y. 
Cette  dernière,  d'après  l'équation  (lo),  est  perpendicu- 
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lairc  à  "J'Y,  et,  par  conséquent,  si  p  est  un  vcclcur  quel- 
conque suivant  la  polaire, 


'9] 


i.îl'<l'Y   '^^  O. 


Diamètres.  —  Diamètres  conjugués.       Cordes  supplémentaires. 

94.  Soit  que  nous  cherchions  le  Heu  géométrique  des 
milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  déterminée 
par  le  vecteur  q.  Si  P  est  le  milieu  d'une  de  ces  cordes, 
il  est  évident  que  les  deux  points  où  clic  coupe  la  courhc 
sont  donnés  par  p  -j-  xQcl  p  — xq.  Or,  ces  deux  points 
étant  sur  rdlipse,  on  a 

5(p  -4-  .rQ)<l>(p  -1-  Jrq]  =  i, 
5  (p  —  .tq)  ^[v  -  -  xq)  =  I , 

Développant  et  retranchant,  on  obtient,  en  vertu  des 
propriétés  du  n°  89, 

Spl>n  =:=  o, 

formule  analogue  à  la  relation  (19)  du  numéro  précé- 
dent. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  droite  perpendiculaire 
à  *q;  or,  si  nous  supposons  l'extrémité  de  q  sur  la  courbe 
(puisque  jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  défini  son 
module),  *q  représente  la  normale  en  q  (90).  Ainsi,  le 
diamètre  est  parallèle  à  la  tangente  en  q,  propriété  bien 
connue. 

9o.  La  relation  précédente  donne 
Sq1>P  =:  o, 

et,  si  nous  supposons  que  p  soit  un  demi-diamètre,  nous 
voyons  que  q  représentera  le  diamètre  qui  partage  éga- 
lement les  cordes  parallèles  à  p;  ainsi,  les  deux  direc- 
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lions  (Je  p  et  de  q  sont  complèlcmcnl  réciproques  :  ce 
sont  celles  de  deux  dianièties  conjugues. 

On  vérifie  que  les  directions  de  deux  cordes  supplé- 
mentaires sont  conjuguées,  car  soient  v  le  vecteur  d'un 
point  de  la  courJje,  b  un  denil-diamùlre  quelconque,  les 
deux  cordes  supplémentaires  seront  représentées  par 

A D,    \  -h  B.    Or 

S'A  —  b)'1'(a  -f-  b]  =  S\<^\  —  6b<1>B  =r  G, 

j)uisque  a  et  b  sont  les  vecteurs  de  points  sur  la  courbe. 

96,  L'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  se  déduit  immédiatement  des  propriétés  pré- 
cédentes. En  effet,  soient  p  et  q  les  deux  demi-diamètres, 
et  \  =  uv  -\-  WQ  le  vecteur  d'un  point  de  la  courbe.  Il 
viendra 

Ô[UP  -+-  i'Q)'I'(HP  4-  »'q)  =  I 

ou,  en  tenant  compte  des  propriétés  de  p  et  q, 

//  -  S  p  •!'  I'  -f- 1'-  5  Q  <|»  Q  -^  I , 
c'est-à-dire 


Théorèmes  d'Apollonius. 

97.  En  vertu  de  la  relation  (i6),  la  relation  entre  deux 
diamètres  conjugués  peut  s'écrire 

5p4'-Qr=o     ou     5M'pMq:^o. 

Ces  deux  fonctions  M'p,  Tq  représentent  donc  deux  vec- 
teurs rectangulaires. 

Cela  posé,  on  a,  d'après  la  formule  (17), 

p  =  f— '4p  =  —  (a,i,5i,Tp  -f-  «jIîSi^Tp), 
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Mais  Ml»,  MQ  (92)  sont  des  vecteurs  nnilaires.  On  |iciii 
donc  les  écrire  sous  la  forme 

H'v  =  I,  cos^  -h  ij  sinO,     'Iq  -rr  —  I,  sin^  ^-  I2  cosO, 

de  sorte  que  p  et  q  deviennent 

p  r:r         /7,  I,  COSfJ  4- <7^  l,  sin  0, 

Q  —  —  a^l^  sin  0  -•-  a.,  ].,  cosO. 


Delà 

(20) 

I'-  -f-Q'rr    — 

{a\  -haV  , 

(2.) 

Upqz      - 

rt-ifl.ij, 

1.,  représentant 

le  vecteur  — 

1,  i-i  perpcE 

de  la  figure. 

Ces  deux  relations  (20)  et  (21)  expriment  évidemment 
les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 


EXERCICES. 

kl .   Distance  du  centre  à  une  tangente. 

Soient  X  le  point  de  contact,  Y  le  pied  de  la  i)erpendiculaii'e 
abaissée  du  centre.  Alors  y  ^ci'tx,  et,  de  1)1lis,  Y  étant  sur  I.i 

tangente,  !5y<I>x^-:i,  ou  c(4'x;-=i,  3  = •  Par  coiisc- 

(luent,  Y  =:=  — î  et  (91  ) 

'l'X 

I  I 


48.  Produit  des  distances  des  deii.r  foyers  à  une  même  tan' 
gcntc. 
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Soient  X  le  point  de  contact,  FY  et  F'  Y'  les  deux  perpendi- 
culaires abaissées  des  f:>vers.  Alors  y  rrr  f  -i-  2*x,  et 


d'où 


De  même,  en  changeant  f  en  —  f, 
et  le  produit  cherché  est 


:  *  X  )  «t  X  —  ■ 

I  —  Sf^x 

''      '"       l*xJ*     ' 

£FY=:-ML- 

1  —  Sf  +  x 
«t-x 

(<t>x)« 

En  substituant  la  valeur  de  'tx  du  n"  89,  on  trouve  sans  peine 
que  cette  expression  se  réduit  a  a\  [e^  —  \]  =  —  a't.Le  produit 
des  deux  distances  e3t  donc  égal  au  carré  du  petit  axe. 

kd.  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  foyer 
sur  les  tangentes. 

Gardant  les  mêmes  notations  que  dans  l'exemple  précédent, 
nous  avons 

I  —  SF'^x 

Y  =  F  +  C*  X  =  F  -1 «J»  \  . 

(«t-xj^ 
Delà 

?.  Sf'î'x'! — Sf*x':         (i  —  Sf4>x'' 

y'  =  F-  J 1- 

(*xj*  (tx)^ 

,  î  —  ^6f<1>X^»  ,     ,  ,/     5  ^ 

=  F-  -\ — =r  —  a-.e--^a-.[e^  —  i  i  =;  —  a  .. 

(*x)*  1  1^  -  1 

Le  lieu  est  donc  une  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre. 

50.    Une  dioile  mobile  reste  constamment  tangente  à  une  cir- 
!..  —   Qtiaternions.  \) 
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conjèrence  concentrique  à  t  ellipse.  On  demande  le  lieu  des  pôles 
de  cette  droite. 

Y  étant  le  pôle,  la  polaire  a  pour  équation  ôx'l'Yr:^  i.   La 
distance  du  pôle  à  cette  droite  est  £  —  =  / .  Donc  l'équation 

4>Y 

du  lieu  cherché  est 


(*V)-:-;^,, 

qui  peut  s'écrire 

S4»y4>y  = 

-  S(y1>'I>y)  =  0Y*-Y  =^  - 

I 

DU  en6n  (91) 

a\  "^  a\        /.'-' 

équation  d'une  ellipse. 

ol.  D'un  point  extérieur  P  on  mène  deux  tangentes  PQ,  PR 
h  l'ellipse;  par  le  centre,  on  trace  les  demi-diamètres  OQ',  OR' 
respectivement  parallèles  aux  deux  tangentes.  Démontrer  que 
les  deux  cordes  QR,  Q'  R'  sont  parallèles. 

On  a,  en  effet,  «/  —  ;/ (  p  —  q),  et,  q'  étant  le  vecteur  d'un 
point  de  la  courbe, 

«-6(p  —  q)<î>[p  —  q)  =  i      ou     i/-(Si>'I>i> — i)z=i. 

On  trouverait  la  même  valeur  pour  c  que  pour  //,  en  posant 
R'=('iP  —  RI.  D'où  q'—  r'  =  «(r  —  q],  ce  qui  démontre  la 
j)ropriété  en  question. 

52.  Si  un  parallélogramme  est  inscrit  à  une  ellipse,  ses  côtés 
sont  parallèles  ii  deux  diamètres  conjugués. 

Soit  PQRS  le  parallélogramme.  On  a 

s  —  pr.-R  —  Q  =  D, 


—   i3i   — 
et 

?.  S  J"!»  D  -i-  S  D "t  D  --  o. 
De  même, 

et,  par  soustraction, 

S      P    Q     '1'  D  r=  5  (  P   —  Q  )  4>  (  R   (»  '    =  O, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


EXERCICES  PROPOSES  SUR  LE  CHAPITRE  VI. 

1.  Lieu  des  milieux  des  cordes  qui  passent  toutes  par  un 
point  donn  ■. 

2.  Lieu  des  milieux  des  droites  de  longueur  constante  s'ap- 
puyant  par  leurs  extrémités  sur  deux  droites  fixes  dans  l'espace. 

3.  Si  deux  cordes  d'une  ellipse  se  coupent,  les  rectangles  de 
leurs  segments  sont  proportionnels  aux  carrés  des  demi-dia- 
mètres parallèles. 

k.  Soient  BOB',  COC  deux  diamètres  conjugués  :  démontrer 
(|ue  les  longueurs  BC  et  BC  sont  proportionnelles  aux  diamètres 
parallèles  à  ces  droites. 

5.  Les  diamètres  dirigés  suivant  les  diagonales  du  rectangle 

construit  sur  les  axes  sont  égaux  et  conjugués. 

6.  Les  diamètres  diriges  suivant  les  diagonales  d'un  parallé- 
logramme circonscrit  à  l'ellipse  sont  conjugués. 

7.  Les  sommets  de  tout  parallélogramme  circonscrit  à  une 
ellipse  sont  situés  sur  une  ellipse  semblable  et  d'aire  double. 
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8.  La  imniiale  eu  uu  point  quelconque  de  la  courbe  est 
bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  droites  menées  de  ce  point 
aux  deux  foyers. 

9.  Lieu  des  angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse. 

10.  Si  ])ar  les  extrémités  des  axes  d'une  ellipse  on  mène 
quatre  droites  parallèles,  les  points  où  elles  coupent  la  courbe 
sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués, 

11.  Si  par  les  extrémités  de  chacun  de  deux  demi-diamètres 
quelconques  on  mène  des  tangentes  jusqu'à  l'autre,  les  deux 
triangles  ainsi  formés  sont  équivalents. 

12.  Soient  PQ,  PR  deux  tangentes  à  une  ellipse  en  Q  et  R, 
t't  QOQ'  le  diamètre  passant  en  Q  :  la  droite  Q'R  est  parallèle 
à  01*. 

13.  Trouver  l'enveloppe  de  la  coide  qui  joint  les  exti'émités 
de  doux  demi-diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 

li.  Si  des  tangentes  menées  en  trois  points  P,  Q,  R  d'une 
ellipse  se  c(jupent  en  Rj,  Pj,  Q,,  démontrer  cpie 

PR.QP.RQ,  =  PQ,.QR,.RP,. 


—   iSS 


CHAPITRE  YII. 


L  HYPERBOLE. 


Équations  de  l'hyperbole. 


98.  Si  Von  cléfinit  rhyperbolc  par  la  propriété  du 
foyer  et  de  la  dircclricc,  il  est  évident  que  l'éfjuation  de 
la  courbe  sera  identique  à  celle  de  l'ellipse,  écrite  au 
n"  88, 


(>) 


9      5  •>  /      •)  lî:  '5 

B^X-;=t'-     B- — •    5bX    -, 


e  étant  seulement  ici  plus  grand  que  i.  On  verrait  de 
même  que  les  sommets  A  et  A'  {fig.  ao)  sont  donnés 

Fig.  20. 


par  les  relations 


FA  =  -^-  FD,     FA  =      ^-  FD. 

e  -\-  }  e —  1 
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Alors,  O  élaiU  le  centre, 

FO  =    /       FD,     AA'=  -  ^^FD, 
c'-  —  I  c^  —  I 

Z9  =:^,     OF-=e.OA, 
AA         2 

l^osant  OF  —  f,  OA  --  a, 
e- 

B  =:  C\, 


C-  —  1 

el  de  là  on  déduit  Téquation,  rapportée  au  centre  pris 
pour  origine, 

(2)  a\x''--V-[^vxY^^a\{c''--x), 

cqualion  qui  se  tirerait  aussi  de  la  propriété  des  foyers 
cl  qu'on  peut  transformer  en  écrivant 

ce  qui  donne 

(4)  5x<l'.v  =  i. 

La  fonction  «l»  est  identique  de  forme  avec  celle  que 
nous  avons  introduite  au  n"  89.  Elle  possède  les  mêmes 
propriétés.  Seulement,  comme  e]>  i,  on  ne  peut  plus 
poser  <7o=^  rt)  \J ï  —  e-,  mais  bien  «0^=  <7|  ^' e-  —  i .  Alors 

,'x,            .r., 
*x  --^—  (  -!  I, =1, 


1 
si 


il  7  <l  ô 


X  =  ,fi  I,  -t-  .r.,  lo. 


L'équation  (4)  n'est  donc  autre  que 


tl'l  fil 


forme  cartésienne  ordinaire. 
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Nous  avons  les  rclalions 

5  *X-:    -   I— I, ^I,      —  ,,- -, 

\ni  a:,     )  «j  a\ 

6  <1>-X:rz        -       ,     ^—  ,r=— , -—      , 

n\  al  \      a\  a*      j 

mais  nous  ne  pouvons  [)lus  introduire,  comme  pour  l'el- 
lipse, une  fonction  vectorielle  M  telle  que  »l'-x  =  —  *x, 
cl,  par  conséquent,  il  est  impossible  de  donner  à  l'équa- 
tion de  l'hyperbole  la  forme  (18)  du  n°  92. 

Tangente  à  l'hyperbole. 

99.  Comme  pour  l'ellipse,  nous  verrions  que  <l>x  est 
un  vecteur  normal  à  la  courbe  en  X  et  que  l'équation  de 
la  tangente  en  ce  point  est 

(  8  )  5  Y  '1'  X      1  5  X  1-  V  ==  I  . 

Cette  même  équation,  en  y  considérant  au  contraire  y 
comme  donné  et  x  comme  vecteur  courant,  représente 
la  polaire  du  pointa  ,  laquelle  est  perpendiculaire  à^v. 

Diamètres.  —  Hyperbole  conjuguée.    -  Asymptotes. 

100.  Comme  au  n°  94,  nous  verrions  que  le  lieu  des 
milieux. des  cordes  parallèles  à  une  direction  q  est  une 
droite  passant  par  le  centre  et  de  telle  direction  p  que 
l'on  ait 

(9)  Si'*Q=:0. 

Les  deux  directions  p,  q  sont  dites  conjuguées. 

Mais  ici  il  se  produit  une  diflerence  capitale  avec  Tel- 
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lipse:  c'est  qu'une  droite  de  direction  quelconque,  issue 
du  centre,  ne  rencontre  pas  nécessaireincnl  la  courbe- 
En  eflet,  au  Chapitre  précédent,  nous  avions  toujours, 
quel  que  lut  \,  Sx^'X  ]>  o,  en  raison  même  de  la  forma- 
tion delà  fonction  *,  et,  dès  lors,  il  suffisait  de  disposer 
du  module  de  x  pour  tomber  sur  un  point  de  la  courbe. 
Ici,  au  contraire,  en  partant  de  la  formule  (5),  on  voit 
que  iîx'I'x  ne  sera  positif  que  pour  des  directions  de  x 
comprises  entre  les  deux  limites  a,  i,  rh  «oia-  Ainsi,  il  y 
aura  des  diamètres  rencontrant  la  courbe  et  d'autres  ne 
la  rencontrant  pas,  ou,  comme  on  le  dit  par  abréviation, 
des  diamètres  réels  et  imaginaires. 

On  reconnaît  sans  peine  que,  si  lune  des  deux  direc- 
tions conjuguées  p  et  Q  de  la  relation  (ç))  ci-dessus  est 
réelle,  l'autre  est  imaginaire,  et  réciproquement.  Par 
conséquent,  les  extrémités  de  deux  diamètres  con- 
jugués serait  une  expression  dénuée  de  sens,  si  l'on 
ne  pouvait  lui  en  donner  un  par  l'introduction  de  l'hy- 
perbole ayant  pour  équation 

.'  I  o  )  i5  X  '1>  X       —  I , 

dite  hyperbole  conjuguée  de    celle  qui   a  pour  équa- 
tion (4)-  L'hyperbole  conjuguée  a  pour  diamètres  réels 
les  diamètres  imaginaires  de  l'autre,  et  réciproquement. 
L'équation 

(il)  S  X  1>  X  =  o 

représente  l'ensemble  des  deux  droites  issues  du  centre 
et  fixant  les  directions  limites,  c'est-à-dire  des  deux 
asymptotes. 

Avec  l'hyperbole  conjuguée,  considérée  comme  com- 
plétant la  courbe,  les  propriétés  des  diamètres  de  l'el- 
lipse, démontrées  aux  n°*  9i  et  suivants,  subsistent  inté- 
gralement. 
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101.  Soient  u  cl  V  deux  vcclcurs  unitaires  suivanl  les 
asymptotes.  Posons  x  =  uv  -hw.  Alors  l'équation  (4) 
devient 

u-  6 1  •!'  u  -•-  •'-  6  V  4>  V  -f  2  Mf  5  L  'P  V  :     I 

ou,  les  deux  premiers  termes  disparaissant,  en  vertu  de 
l'équation  (i  i), 

(i2^  uv=  — =  A^ 

2  35  u  <l>  V 

Nous  obtenons  donc  ainsi  l'équation  de  l'hyperbole 
rapportée  à  ses  asymptotes. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  constante  Â-  a  pour 

1        ^T  -+-  ^'' 
valeur  — ' — 

4 

102.  La  tangente  en  X  a  pour  équation 

il  Y  •!>  X  =-  I  . 

Si  nous  cherchons  son  intersection  avec  le  système 
des  asymptotes  (i  i),  nous  remplacerons  y  par  x  -|-  zt,  t 
désignant  un  vecteur  suivant  la  tangente,  et  nous  aurons 

5(x -r- zt)  •!>  [x -I- 3t)  =  G      OU      I  —  ;- St'I'T  =  o. 

Cette  équation  donnant  j)0ur  z  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires,  nous  voyons  que  la  tangente,  li- 
mitée aux  deux  asymptotes,  a  pourpoint  milieu  le  point 
de  contact. 

Si  P  est  le  milieu  d'une  corde  qui  coupe  la  courbe 
en  X,  X'  et  les  asymptotes  en  Y,  \',  ijoit  Q  un  vecteur 
unitaire  suivant  cette  corde.  Alors,  posant  PX:=:j:q, 
PY  =j  Q,  on  a,  en  exprimant  que  X  est  sur  la  courbe 
et  Y  sur  les  asymptotes, 

S  p  «t  !•  -H  .c*  s  Q  <t  Q  =:  I  , 
s  l"I>  1*   -f-  J^  s  Q  «J»  Q  1=  O, 


—  i38  — 
d'où 

[x-  —  >  *)  Sq*q  =  I  , 

c'osl-à-diri'  que  1(^  produit  des  deux  segments  de  la  corde, 
formés  par  les  deux  asymptotes  et  la  courbe,  reste  con- 
stant lorsque  celte  corde  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même. 

Théorèmes  d'Apollonius. 

103.  p  et  Q  représentant  deux  demi-diamètres  con- 
jugués, le  premier  réel,  le  second  imaginaire,  nous  pou- 
vons mettre  le  premier  sous  la  forme  <t!|  z^i  i|  -f-rtjWoiojle 
second  sous  la  forme  a,  v^i,  -h  a-ii^ii-,-  Exprimant  alors 
qu'on  a 

6 1'  *  i-       1 ,     6  Q  4>  Q  r-  —  I      et     5  p  'l' Q  =  o, 
nous  trouvons 

«1^    ni  =^    I,        ^'l   —    <'i  =    1,         "l*'l="2''2> 

relations  auxquelles  on  satisfait  en  posantui  =  t'2  =  Cli^, 
u.^=  r,  =  Sli0.  Alors 


1'  =1  fl^l^  ChC'  -1-  a.,i2  ShO, 

Q  =:z  <7,  I,  ShO  H-  «jlo  ChO. 

De  là 

(•3 

v^-(i^=  —  {a1-  al]. 

(•4) 

lli.o=  —  aia,ii, 

relations    qui   cjyiriment  les  deux   théorèmes    d  Apol- 
lonius. 

On  reconnaît  en  outre,  intuitivement  pour  ainsi  dire, 
que  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  a  ses  sommets  sur  les  asymptotes,  car 

ô(pH-q)4'(i>-(-q)=:Sp*p-i-Sq*q=:i  —  I  =o. 
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Les  diagonales  de  ce  parallélogramme  sont  donc  di- 
rigées suivant  les  asymptotes,  et  les  cordes  joignant  les 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  sont  parallèles 
aux  asymptotes,  ce  qu'on  reconnaît  d'ailleurs  directe- 
nu-nl  en  vériliant  qu'on  a 

5  (  p  —  (.» )  '!>  (  !•  —  Q )  --  G. 

Forme  vectorielle  des  équations. 

lOi.  Aussi  bien  pour  l'hyperbole  que  pour  l'ellipse, 
on  peut  représenter  la  courbe  et  rechercher  ses  pro- 
jn'iétés  au  moyen  d'équations  vectorielles  offrant  une 
concordance  complète  avec  celles  de  la  Géométrie  ana- 
Ivlicjue  ordinaire. 

Ainsi,  l'équation  de  Ihypcrbole  rapportée  à  ses  axes 
pourra  s'écrire 

(l5)  X  =<7,KjI,  -1-  r/2"2Ï2» 

avec  la   condition  iq  —  //:  =-  i,   ou,  ce  qui   revient  au 
même, 

ou  encore,  en  posant  r/|  i|  — -^  A|,  «oi2=  Aj, 

(i6)  \  —  AiCh5^.\.j.ShO. 

Cette  forme  (i6)  convient  encore  à  l'hyperbole  rap- 
portée à  deux  diamètres  conjugués  quelconques  A|  et  a,, 
même  lorsqu'ils  ne  sont  pas  rectangulaires.  L'hyperbole 
conjuguée  a  pour  équation 

(17)  x  =  A,Sh6  +  AoChC*. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  de  l'hyperbole  rap- 
portée à  ses  asvmplotcs  (lOlV    Si  A,  b  sont  deux   vcc- 
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leurs  unitaires  suivant  les  asymptotes,  l'équation  sera 


X  =  «A  -1-  CB,  • 

1  1-  •  7  .       '^J  -+-  ^? 

avce  Ja  condition  iw  =  h- =  — ^ — - — ^,  ou 

4 

X  =  «A  -! î 

n 

ou  enfin,  en  n'assujettissant  plus  A  et  b  à  èti'c  unitaires 
et  en  remplaçant  A-  b  par  b, 

(18)  X  =  ^A  +  -, 

forme  exlrèmemenl  simple. 

La  direction  de  la  tangente  sera  donnée  par  différen- 
liation  : 

t-  t  \ 

Ainsi  ^A est  parallèle  à  la  tangente;  il  est  visible 

que  c'est  le  demi-diamètre  conjugué  de  x,  si  bien   que 
1  hyperbole  conjuguée  a  pour  équation 

(19)  X=/A-". 

Nous  bornerons  là  ces  notions  très  sommaires  sur 
1  hyperbole,  et  nous  compléterons  celte  étude  par  un 
petit  nombre  d'exercices;  dans  quelques-uns  d'enti'e 
eux,  nous  reprendrons  des  propriétés  déjà  établies  plus 
haut,  comme  application  des  équations  vectorielles  que 
nous  venons  de  voir  et  afin  de  montrer  la  variété  des 
ressources  que  présente  la  méthode  des  quaternions. 
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EXERCICES. 

53.  Si  l'on  construit  un  parallélogratnnie  OLXM  sur  les  coor- 
donnt'cs  OL,  OM  d'un  point  X  de  la  courbe  (  rapportée  à  ses 
asymptotes),  la  dlago  lale  LM  de  ce  parallélogramme  sera  pa- 
rallèle à  la  tangente  en  X. 

En  effet,  l'équation  'i8)  nous  donne 

OL  =  tA,     0M  =  -,      d'où      MLr=/A  — -. 
t  t 

^\.  Tout  diamètre  OX  aboutissant  à  un  point  de  la  courbe 
divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  la  tangente  en  X . 

Soit  K  un  point  de  OX,  avec  OK  =  > .  OX  ;  appelons  LM  la 
corde  parallèle  à  la  tangente  en  X  qui  passe  par  K;  nous  au- 
rons 


>(-7) 


-t-  .c  (  /A 1  =  OL  =;  t  \  H-  - . 


I.  —  r-  I  , 

Donc   {\ -\- x]  t  =^  t\    :=-,    d'où    /- — x-=i;    par 

\  I  t  t  '^ 

conséquent,  jc  peut  avoir  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires, c'est-à-dire  que  KL  =;  —  KM. 

Remarque.  —  Deux  vecteurs  arA-f-jE,  .x'  x  -\- y' a  ont  des 

Y      y' 
du'ections  conjuguées  lorsque  — h  "-r  =  o  ou  xy'  -f-  x'y  =  o. 

X  X 

En  appelant  K  le  milieu  de  lu  corde  donnée  ML,  on  vériûerait 
immédiatement  cette  condition,  ce  qui  donnerait  encore  une 
autre  démonstration  du  théorème. 

55.  Soient  TS,  T'S'  deux  tangentes  à  l'hyperbole,  limitées 
aux  asymptotes  et  se  coupant  en  R.  Démontrer  :  i"  que  TS', 
T'S  sont  parallèles  ;  1°  que  les  triangles  TRT',  SRS'  sont  équi- 
valents ;  3°  que  le  rayon  OR,  issu  du  centre,  partage  par  le  mi- 
lieu TS'  et  T'S. 
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1°  L'c'quation  de  la  tangente  TS  en  X  est 


B  /  B 

X  z=  th  -\ f-  .r    l\ 

t  \  t 


faisant  x  :r^  i ,  puis  .r  -      —  i ,  on  a 

9  B 


et  de  même 


De  là, 


0T  =  2/A,     OS 

t 


or  =  2 /'a,    os'  =  — . 


TS'  =  -,  f  B  —  tt\] ,    T'S  =  -  (b  —  «' A  ^  : 
Or,  on  a  aussi 

donc  ïS',  T'S  sont  parallèles  entre  eux  et  à  X'X. 

2°  Écrivons  OR  =  OT  -r-  2.TS  =  OT'-h  c'.T'S',  ou,  d'après 
les  valeurs  précédentes, 

2?A+23f /aJ==2/'a  —  2  3'(-    —   ^'a 


Delà, 
ce  qui  donne 


/(,-.,  =  .'^.-.',.      -  =  -, 


zt  —  z't'=l  —  t', 
z'  t  —  Z  t'—O, 

{z-\-z')[t—t')^t-t\ 
z~z'=i, 
c'est-à-dire 

TR        T'R 
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d'où  l'on  dcdiiit  sans  peine  la  relation  entre  longueurs 

RT.RT'  — RS.RS', 

qui  de'montre  l'e'quivalence  des  deux  triangles  TRT',  SRS'. 

3°  Les  relations  précédentes  donnent  z  = ,  ■>  d'où 

'  t-k-  t' 

0R  =  2/A4-2-  ,( /a)=-         -/f'A-î-B. 

t  -^  t'  \t  )       t  -{-  t' 

Mais 

OT  -F  0S'=  %[tt' \  +  -a],     OT'-r-OS  =  -  '  tt' \  -h  b'; 

donc  OR  a  bien  la  même  direction  que  la  droite  joignant  0  avec 
le  milieu  de  TS'  ou  de  T'  S. 

Autrement  :  i"  Soit  x  =:  <<u  -f-  «-v,  x' =  «'u  -i- r' v,  u  et  v 
étant  des  vecteurs  unitaires  suivant  les  asymptotes.  Posons 
T  T^tv,  t'=:  f'u,  s  =.îv,  s'=  s' \.  Alors 

St'Px  --:=  /Su*  (UU  -T-  fv]  z=  /cSl*  V  :=  I  . 

ou  (101) 

tv 
=  1,       /  =^  2«. 

luv 
Donc 

T^^  1UV, 

et  de  même 

T'=2îf'u,       S=2rv,        <,'=:zlv'\. 

TS'=  —  2«u  +  2f'v,  T'S  :r-.  —  2«  L  -t-  2  c  V  sout  donc  des 
vecteurs  parallèles  entre  eux  et  à 

XX'=:(//'  — «;o-{-  [v'—v)s-, 
^,'  Il  »/  —  D 

car = 7  =  -, 

u  u         u  —  u 

2°    ÎT.Îs  =  ix' .iLs'=  4"''=  4"  '' •    Les  triangles  OTS, 

OT'S'  sont  donc  équivalents,  et,  en  retranchant  le  quadrilatère 

commun  OTRS',  il  en  est  de  même  de  SRS',  TRï'. 
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3"     Sr^X^I,     Sr<J>x'=::1,      d'oÙ      S  R  1>  (  X  —  x' )  — :  O.    Lc 

vecteur  r  est  donc  conjugue  de  la  direction  XX',  et,  ])ar  con- 
si'quent,  il  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes,  soit  de  la 
courbe,  soit  du  système  des  asynnptotes,  parallèles  à  cette  direc- 
tion. C'est  ce  qui  a  lieu  pour  TS'  et  T'  S  en  particulier. 

56.  Si,  par  les  points  P,  P'  d'une  hyperbole  et  par  le  point 
lie  contact  Q  d'une  tangente  parallèle  à  la  corde  PP',  on  mène 
des  parallèles  à  l'une  des  asymptotes,  qui  rencontrent  l'autre  en 
C,  C  et  D,  les  trois  longueurs  OC,  OD,  OC  /armeront  une  pro- 
portion continue. 

Soit  Q  =r  ^  A  H —  :  alors  la  direction  de  PP'  est  t\  —  .->  et  nous 

t  '  t 


«  A   -^-  C    B  =  X  (  /  A  H -T-  J"  (  /  A 

z=  [x  -i-r)t.\  -r-  (.r  —y]  -» 

p'  =  «'  A  H-  f'  B  —  .r  U A  -f  -  1  —  j-  (  /  A I 

,  >  ,  -  « 

=  [.r—j]tA.  -h  [X  -hj  ]  -■ 

De  là,  u  =z  {.r-\-j')t,  u'  =  [.r—y]t  et  -^  =  x^  —  f^  =  i 
(  E\.  54),  ce  qui  démontre  le  théorème. 

57.  Si  l'on  prend  une  corde  d'iirpcrbule  pour  diagonale  d'un 
parcdlélogramnie  dont  les  côtes  soient  parallèles  aux  asym- 
ptotes, l 'autre  diagonale  passe  par  le  centre. 

_,    .  B  B  , 

boient  X  =:  /a  H — ,  x  :=  /  a  h — ;,  les   vecteurs  des  extre- 

t  t 

mités  de  la  corde;  l'autre  diagonale  sera  évidemment 
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elle  passe  par  le  milieu  de  la  corde  Or,  nn  n'sout  l'équation 

X  -+-•  x'  t  ^  t!  tA-l'  (  B 

1-  Z,  D  =r-.  A  H ;-  B  -r-  C  (  A  H ■ 

-i  2.  2U  \  Il 

en  posant 


2 

Donc  la  diagonale  passe  bien  par  l'origine. 

58.  Deux  tangentes  auxe.rtrcniités  d'un  même  diamètre  BB, 
rencontrent  en  T  et  Ti  la  tangente  menée  ou  point  C  ile  la 
courbe;  OC,  OB'  sont  les  demi-diamètres  conjugués  de  OC,OB. 
Démontrer  qu'on  a 

CT  _   CT,    _  OC 

'  BT  ~~  Bi  T,  ~~  OB'  ' 

1"  CT.CT,  =  Ôc'; 

3"  BT.B,T,  =  ÔB'\ 

1°  Désignons,  comme  d'usage,  les  vecteurs  par  les  lettres  de 
leurs  e.xtrémités,  en  remarquant  que  b,  =  —  b.  Nous  aurons 

SbI'bi^i,      tîctcr^i,      Sb'I'b'^       I,     5c'<}>c'=  —  f, 
St'Vb^^i,      5tj'1'b:=  — I,      5t'I'c  =  i,      St,<1'c^:i. 

PosonsCTi=3.0C,  BT  —  j.OB'.  Alors  t  —  c  =:  :c';  donc 
et 


1    . ,           ,     . 

—  !p[t  —  cj*   T  - 

-c:  =  ^(0 

^^5(t-b)<1'[t 

Donc^-  =  z"-,  d'où 

CT  _  OC 
BT  ~  OB'  ■ 

L.   —   Quaternions . 

—  i4()  — 

on  aurait  de  niènic 

CT,  _  OC 

?."  Soit  CT,  --  :,  .OC,  T,  —  c  =r^  ;,c'.  Alors 


—  5(t  —  c]*fT| —  c/ 


—  i  St'I't,  —  il  = 


Or  ÔT'l'^B  —  c)=o;  donc  t  est  de  dircclion  conjuguée  à 
Il  —  c,  et  ])ar  conséquent  parallèle  ;i  bH-c.  .De  même 
la  relation  St,'!'  b  +c):i:=:  g  nous  montre  que  t,  est  parallèle 
à  B  —  c;  donc  T,  r,  sont  de  directions  conjuguées,  5t*Ti  =  o, 
et,  par  conséquent, 

zzi=i,    CT.cr, -tÛc'. 

3°  Commej  =  zh  z,  r,  — r  ih  :, ,  ^J^  -=  ±zzir=  zîz  i ,  ou 

BT.Bi'i,-     OB''. 

59.  Trouver  l'c/H'cloppc  d'une  droilc  mobile  telle  que  l'nirc 
du  triangle  qu'elle  forme  a\ec  deux  droites  données  soit  con- 
stante. 

Soient  a,  b  des  vecteurs  unitaires  suivant  les  deux  droites, 
l'origine  étant  à  leur  point  de  rencontre,  et  LM  une  position  de 
la  droite  mobile;  nous  avons  OL  =^  «a,  0^1  —^  ib,  et  x,  le  vec- 
teur du  point  de  l'enveloppe,  est 

X  -~  :u\  -—  [i  —  sjcB. 
Différentiant, 

dx  z={zdu  -!-  udz)\  -\-  [(  i  —  z]dt'  —  v(Iz]]b, 

Mais  dx  doit  être  de  même  direction  que 
ÎNIL  =:  UA  —  cb; 
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donc 


zclu  -\-  udz  [z  —  l)dv  -V-  vdz  du  ,  r/c 

u  V  ti  ^^  V 


Or,  le  triangle  OL.M  ('tant  (rairc  constante, 

du  di' 


uv  =  A-,      itdv  -i-  vdu  =  o, 


par  conséquent  3  =  i  —  3,  3  =  -,  cl  l'('quation  de  ronvcloppc 

est 

1  I    h' 

2  2    /f 

(le   sorte  que  cette  enveloppe  est   une  hyperbole   ayant  pour 
asymptotes  les  deux  droites  donne'es. 


EXERCICES  PROPOSÉS  SUR  LE  CHAPITRE  VII. 

1.  Si  P  est  un  point  de  l'hyperbole,  OP'  le  demi-diamètre 
(;o  njugué  de  OP,  la  tangente  en  P'  à  l'hyperbole  conjuguée  est 
parallèle  à  OP  (à  démontrer  en  rapportant  la  courbe  à  ses 
asymptotes). 

2.  La  portion  de  la  tangente  à  une  hyperbole  interceptée 
par  les  asymptotes  a  pour  milieu  le  point  de  contact  (à  dé- 
montrer en  rapportant  la  courbe  à  ses  asymj)totes). 

3.  Une  droite  mobile  LM  s'appuie  sur  deux  droites  fixes,  do 
manière  à  former  un  triangle  OLM  d'aire  constante.  On  demande 
le  lieu  du  point  X  qui  divise  le  segment  LM  dans  un  rapport 
donné. 

k.  Soit  PL  une  tangente  en  P  à  une  hyperbole  et  qui  ren- 
contre une  des  asymptotes  en  L;  on  mène  LQ  jusqu'à  la  courbe 
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parallèlement  à  l'autic  asymptote,  puis  on  joint  PQ,  qu'on  pro- 
longe jusqu'aux  deux  asymptotes  en  R,  II'.  Uunu)ntrer  que  RR' 
est  partagée  par  les  points  P,  Q  en  trois  j)arties  égales. 

5.  D'un  point  R  pris  sur  une  asymptote,  on  mène  deux  pa- 
rallèles RP,  RQ  à  deux  diamètres  conjugués  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  courbe  et  de  sa  conjuguée.  Démontrer  que  P  et  Q  sont  les 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

(),  Les  segments  interceptés  sur  une  droite  quelconque  entre 
l'hyperbole  et  ses  asymptotes  sont  égaux  (  à  démontrer  en  rap- 
portant la  courbe  à  ses  asynqitotes) . 

7.  Soient  RQR'  une  sécante  coupant  une  hyperbole  en  Q  et 
les  asymptotes  en  R,  R',  et  PP'  une  tangente  parallèle  à  cette 
sécante  et  limitée  aux  asymptotes .  On  propose  de  démontrer 

que  PP'  =  4RQ.QR'  (à  démontrer  en  rapportant  la  courbe  à 
ses  asymptotes). 


—   '49 


CHAPITRE  YlII. 

I.A    PARABOLE. 


Équation  de  la  parabole. 

105.  Si  l'on  délinil  la  jjarabolc  par  la  propriclc  du 
foyer  cl  de  la  directrice,  on  aura  évidemment  son  éqiia- 

Fig.  2G, 


lion,  comme  au  n"88,  en  faisante  =  i  dans  l'équation  (1) 
de  ce  numéro,  ce  qui  donnera 

(1)  b2x2=z(b-2— Sbx)^; 

B  représente  le  vecteur  FD  {J'g-  26). 

Posons 

X  —  b~'5bx 
(2;  *x  = ^*— • 

Les  propriétés  du  n"  89  s'appliqueront  inlégralomcnt  à 


lOO    

celte  nouvelle  fonclloa  <i',   cl  ré(|Uiili()n  de   la  parabole 
pourra  se  incllre  sous  la  forme 

(3)  Sx(<i'x  ^- ?.B-';  =  I. 

Si    l'on    coupe    la   courbe   par    la   direction    FI),    on 
obtient    x  ^^  -  en   posant  FA=xb,   et  ce  sommet  A 

est  unique. 

La  définition  [o.)  de  la  fonction  '1'  nous  montre   (|iic 

(  4  ;  5  B  'I'  X  :=  o  ; 

donc  ^x  représente  un  vecteur  perpendiculaire  à  Taxe. 
De  plus,  on  a 

(5  X  —  B-<I'x  ::=  b~'Sbx||b; 

par  conséquent,  —  b-'I'X  nest  autre  que  lordonnée  XI*: 
et  FP=  u~'5bx  =  b6b-'x. 

On  a  aussi  la  relation  facile  à  vérifier 

ÔX'l'X  ::^B-(<I>x)-. 

Tangente  et  normale. 

i06.  Différentions  l'équation  (3)  ;  nous  avons 

5f/x  (  4»  X  H  -  -i  B~'  '  -i-  5  X'I'r/x  r.=  o 
ou 

(6 )  0  dx  ( "l-  X  +  B~'  )  =  o. 

Remplaçant  dx  par  y  —  \,  nous  avons  l'équation  de  la 
tangente  en  X,  qui  se  réduit  à 

(  ^  )  S  Y  (  <!'  X  4-  B~  '  )  -i-  S  B~  '  X  :=  I  . 

La  relation  (6)  nous  montre  que  le  vecteur  Jiormal    a 

pour  direction 

•1'  X  -+-  B-'  : 
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réquation  vccloricllc  tlo  la  iioniiali'  est  donc 

(8)  Z  =  X  -f-Z^I-X  -f-  D-'). 

SI  nous  cherchons  l'inlcrscclioii  T  de  la  tangente  avec 
l'axe,  nous  remplacerons,  dans  l'écjualion  (j),  y  parj)  b, 
ce  qui  donnera,  en  vertu  de  (4), 

j  ~i—  Sn-'  X,      FT  ^  B  -  B  5  U-'  X  -=  FD  —  FP  —  PD. 

De  là  encore,  FP  =  TD  etATi=  PA,  puisque  FA—  AD. 
(Kianl  à  la  longueur  de  FF,  nous  Tampons  en  écrivant 

FT--—    B—  B6B-'x^r=  ^ =  x-, 

'  B- 

d'après  l'équation  (i).  Ainsi,  FT  =^  FX.  De  là  résulte 
que  la  tangente  est  bissectrice  de  l'angle  FXF  et  que  la 
ligure  FXET  est  un  losange,  si  bien  que  FE  est  paral- 
lèle à  la  normale;  FEX>»  est  donc  un  parallélogramme. 

La  normale  est  parallèle  à  <l'X-l-i5~',  et  par  consé- 
quent à  B-'l>\  -T-B  ou  à  — B-1'X  —  B.  Mais  XP=:  —  B-l-x; 
donc  PxN  =  —  B  ^^  DF,  ce  qui  démontre  la  constance  de 
la  sous-normaie. 

L'équation  (y),  lorsque  le  point  X  n'est  pas  sur  la 
courbe,  représente  la  polaire  de  ce  point. 

Diamètres. 

107.  i*our  avoir  le  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  d,  nous  remplacerons,  dans 
l'équation  i  3  ).  x  par  v  -hj  d,  puis  par  y  —  i  d.  Déve- 
loppant et  retranchant,  il  reste 

(q)  S  v<l'n  ^- i.îD~'D  rzr  o, 

équation  d'une  droite  perpendiculaire  à  '^D,  et  par  con- 
séquent parallèle  à  l'axe. 
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La  dircclion  d  csl  perpendiculaire  à  'l-v  H-  u~',  c'esl- 
à-dire  au  vecteur  normal  au  point  où  le  diamètre  coupe  la 
courbe,  de  sorte  que  la  tangente  en  ce  point  csl  paral- 
lèle aux  cordes  divisées. 

Forme  vectorielle  des  équations. 
108.  Si  nous  posons 

X  =  .*!  I,  M- .r^ij     et     B  =  — 2yjii, 

la  fonction  "l'x  (lOo)  devient  —  7^'?    et  l'équation  (3) 
de  la  parabole  revient  conséquemmont  à 


P       4/' 

Déplaçant  l'axe  des  X2  de  manière  à  placer  l'origine 
;ui  sommet  A  de  la  courbe,  on  obtient  la  forme  connue 

xl  —  4/Kr,. 

Par  conséquent,  l'équation  vectorielle  de  la  courbe  peut 
s'écrire 

IIO  \   1=  -r^  I,  -i-  X.,  lo  ^=    7—   Il  -T-    Hj. 

4/;  -   -        4/; 

On  verrait  aisément  qu'une  forme  analogue 


X  =   y—,  A   -I-   /  B 

représente  la  courbe  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la 
tangente  à  l'extrémité;  seulement,  les  vecteurs  a  et  b  ne 
sont  plus  rectangulaires. 

Ces  formes  peuvent  encore  se  simplifier  en  ne  suppo- 
sant j)Ius  que  A  et  D  soient  des  vecteurs  unitaires.   On 
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pciil  alors  écrire 


X  =  —  A  H   tu. 
•i 


La  direction  de  la  tangente  sera  donnée  par  la  dé- 
rivée /A  +  II,  et  l'équation  de  la  langeote  c^t,  parconsé- 
<juent, 


—  A  -i-  /  B  -T     X  ■  r  A 
2 


La  similitude  de  ces  formes  avec  celles  de  la  Géomé- 
trie analvti([iie  ordinaire  est  si  évidente,  qu'il  est  inu- 
tile d'insister  plus  longuement.  Les  exercices  qui  vont 
suivre  montreront  suffisamment  comment  on  peut  appli- 
(juer  l'algorithme  des  qualcrnions  à  des  problèmes  de 
diverse  nature,  quclquclois  même  en  suivant  au  fonil 
les  raisonnements  et  les  procédés  de  la  Géométrie  ordi- 
naire. 


EXERCICES. 

GO.    Par  un  point   quelconque  C    du  plan  d'une  parabole 

on  mène  deux   coides  PP',  QQ',  parallèles  à  deux   directions 

CP.CP' 
fixes.  Démontrer  que  le  rapport  -— — ^  -    conserve    une    valeur 

constante,  quel  que  soit  le  point  C. 

Soient  d,  f.  des  vecteurs  unitaires  suivant  PP',  QQ';  nous 
avons  !•  =:  c  4-  XD  et,  remplaçant  x  par  p  dans  rccjuatinn  (3) 
<lu  n°  lOo, 

S(c-}-.rD)[*(c  -î-xd]  -t-  2B~']=  I, 
ou,  en  développant, 

X-SutD-i-lfSc^D    -l-S  DB~  '     .r  -|-  5  c  "I"  c  -f-  2  Ô  CB     '  —   I  i=  O. 


—   ij4  — 
Donc 

,  Sc4»C  -i-  2SCB"~'  —  I 


6d4>d  6D<t>D  ' 

de  même 


jr= 


Se*e^ 


par  coiîsc({uen(, 

xj:'  _  OP.OP'  _    6e1>e 
rp  ~  OQ.OQ'  ~  ÔDtu ' 

rapport  independunt  du  point  C. 
Si  D  :z-  OD  [/îl;.  'i"]  ] ,  on  a 

Dlv  =  —  B-  •!'  D      et      ^U  =z ; 

D'- 


il IVl-U  —  -^SfOD.KD)  =  —  -^sin^^ï. 

B-        ^  '  B- 


l)e  même 


bK'l>F. rSin-î, 


si  £  représente  l'inclinaison  de  e  sur  Taxe  de  la  parabDJe,  et,  pi  v 

Fi(j.  27. 


,  .    ,  ,        sur  £ 

conséquent,  le  rapport  ci-dcssus  a  pour  valeur    .   ^  ^ 


Gl.  Trouve!'  le  lieu  des  points  (jui  divisent  un  système  de 
cordes  parallèles  d'une  parabole  de  telle  sorte  que  le  produit 
des  deux  segments  soit  constant. 

Le  calcul  de  revercice  précédent  nous  montre  immédiateuieiit 
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([lie  l'cquatiou  du  lieu  cherche  sera 

SC'I'C    -;-   ?,  Ocn^'  I    =  /ÔD'I'I), 

c  étant  le  vecteur  courant; 

C  est  évidemment  aussi  une  parabole. 

62.  Du  soni'uct  A  d'une  parabole  ^fi^-  26)  on  abaisse  une 
perpendiculniie  sur /a  taiige/tte  en  X,  el  on  la  prolonge  jusrpi'à 
sa  rencontre  en  R  avec  la  j>arallèle  XE  à  l 'are.  Trouver  le 
lieu  (lu  point  II. 

On  a 

AR  =  ar('l'x -f- B-'   ,      XR=-JB. 


Donc,  A  étant  égal  à  -  5 


R  =-  -  --1-  .^•('l'X  -f-  B-'  )  —  X  +  JB. 


Opérant  par  '^xX,  puis  [)renant  les  parties  réelles,  il  reste,  si 
l'on  remai(]ue  que  b  est  perpendiculaire  à  «l'x, 

ar(<I>x)- :^  Sx<f  X  — _-  B-(*x)*, 

comme  on  la  vu  plus  haut  (iOa).  Donc  ■r.^=  b-,  et 

R  = h   B-     <I'  X  -!-  B-'  =  -  B  -f-    IV  •!•  X 

2  '  1 

sera   léquation   vectorielle  du  lieu,   qui   est  évidemment  une 
droite  parallèle  à  la  directrice. 

G3.  Déterminer  la  podaire  de  la  parabole  par  rapport  au 
somnu^l  pris  pour  pôle. 

Y  rei)résenlant  le  point  du  lieu  situé  sur  la  tangente  en  X, 
nous  avons,  en  exprimant:  1"  que  AY  est  parallèle  à  la  nor- 
male; ?."'  que  Y  est  sur  la  tangente;  3"  que  X  est  sur  la  parabole  ; 
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les  trois  équations 

n 

(l)  Y  —  ■•  =  .r(<t>x  +  B-'j, 

(  ?.  )  5  Y  (  'l'  X  -t-  B-'  )  -+-  5  R -  '  X  =  I  , 

(3)  tîx(<l'X  4-2B-')z=I. 

Opérons  successivement  sur  (  i  )  par  S .  ^  x  X,  puis  par  fî .  it  X  : 

i.1  V  '1>  \  =  .r  ^  <1>  X   -,       b  B  I  Y  —   -  I  =  J-. 

Substituant  la  valeur  de  6y'1>x  clans  (2)  et  remj)laçant  6x1'x 
par  B-^^x)-  dans  (3),  ces  équations  deviennent 

.r  [  <t>  X  )  -  -+-  5  B~  '  y  4-  Ô  B"  '  X  =  I , 

B-(<I>x)--f-  2£iB-'x=  I  ; 
de  là 

[l.r  —  B-)  (*x)--H  2Sb~'y  =  I 
ou 

2$b(y  —  -j    —iC-       (<I.x)2-t-  26B-'   (  Y  —  -  J  =  0. 

Actuellenient,  posons  y =  z;  l'équation  (i)  nous  donne 

"i'x  := B~',  d'où,  remettant  poui-  x  sa  valeur  iÎBz, 

.V 

(2SBZ  —  B^)  [z-  H-  (6bz)-B-^  —  25BztiB~'  z] 

-!-  2(  6  bz)^Sb~^  z  =  o, 
équation  qui  se  réduit  à 

2z^Sbz  —  B^z-  H-  (6bz)- :==  o. 

C'est  l'équation  de  la  [jodaire  cherchée,  rap[)ortée  au  som- 
met A  comme  origine.  Il  est  assez  facile  de  reconnaître  que  ce 
lieu  est  une  cissoïde,  qu'on  peut  construire  au  moyen  du  cercle 
de  diamètre  AD. 
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Autrement,  au  moyeu  des  équations  vectorielles,  nous  avons, 
en  appelant  Z  le  point  de  la  podaire  et  X  le  jjoiut  de  contact, 

t- 

Z  =  3,  A  H-   3,  B,         X  =:  —  A  -+-   tn. 
2 

Exprimant  qu'on  a  z  —  x|]/a  -■-  n,  puis  6z[z  —  x)  r-  o,  on  a 


et  il  suflit  d'éliminer  t  entre  ces  deux  équations  pour  obtenir 
l'équation  de  la  podaire  en  coordonnées  ordinaires. 

64.  Soient  AP,  AQ  deux  cordes  rectangulaires  d'une  para- 
bole, issues  du  sommet;  PM,  QN  les  ordonnées  de  P  et  Q, 
abaissres  perpendiculairement  sur  l'axe.  Démontrer  que  le 
paramètre  ^p  de  la  courbe  est  moyen  proportionnel  entre  A. M 
et  AN,  et  aussi  entre  PM  et  QN. 

Soient  .ij,  .r^  les  coordonnées  de  P,  ji,  j)-2  celles  de  Q;  ou  a 

■ri  y\ 

-\P  \P 

et 

T  \  r  ? 

^p  4/^ 

en  comptant  les  coordonnées  comme  positives;  alors  5pq  =:  o 
nous  donne 


et  aussi 


— T— ,  —  I  =  o,       .rj_)-2—  \bp-t 
\bp- 


Co.  Z)rt«j  /rt  construction  de  l'exercice  précédent,  on  coni- 
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plète  le  rectangle  construit  sur  AP,  AQ.  O'i  demande  de  dcter- 
ndncr  le  lieu  du  sommet  R  opposé  à  A. 


On  a 


■n-^y\ 


R  =  p  +  Q  =    -  .'  "^^  I,  +  [x,^  —  j, ; 


4/>  -    -  2/? 

on,  puisque  .r-^r^^^  ^^P'y 

Le  lieu  est  donc  une  parabole  égale  à  la  parabole  donnée. 

06.  Démo/itrer  que  le  cercle  décrit  sur  une  corde  foccde 
comme  diamètre  touche  la  directrice  et  qu'un  cercle  décrit  sur 
toute  autre  corde  ne  /encontre pas  la  directrice. 

Si  deux  points 

4/^  kp 

sont  situés  sur  la  parabole,  on  a 

Ta  ,  ^■•2.  ■^2.>'2 

— p  H Q  = —  I,  ; 

./■,— j',  ^ï  —  ïi  \p 

donc ^^  représente  l'abscisse  du  point  où  la  corde  cou|)e 

\P  ^ 

l'axe;  si  c'est  une  corde  focale,  nous  aurons  '•2,12+  \p"=^  o. 
Cela  posé,  l'équation  de  la  circonférence  de  diamètre  PQ  est 

5(x  —  p)(x  —  q)  =  o; 

celle  de  la  directrice, 

\  =  — /M, +  CI2. 


—   IJ9  — 

Donc, 


et  il  faut 


^,-*-''){'^,-*-/'}  +  i----'nx,-^)=o 


;-  -  (  X,  -^  r^  ]  z  -t-  ,r.,.)-2  +  -^  -H ^  +  p-  ^--  i). 

(■([uation  nianifestenicnt  impossible,  sauf  dans  le  cas  où 
■r.yy.,-['  4/^'  =-  o>  Gt  alors,  les  deux  racines  étant  égales,  la  cir- 
conférence touche  la  directrice. 


67.  Deux  paraboles  ont  même  axe  et  même  foyer  ;  leurs  som- 
mets sont  de  part  et  d'autre  du  foyer;  une  corde  focale  les 
coupe  en  PQ,  P'  Q',  de  telle  sorte  que  les  points  se  succèdent  dans 
l 'ordre  P,  P' ,  F,  Q,  Q' .  Démenti cr  :  i  "  rjue  l'P .  FP'  ----  FQ .  FQ'  ; 

FP 

2°  que  — —  est  constant  ;  3"  que  les  ta/igc/ites  en  P,  P  ,  Q,  Q' 
FQ 

forment  un  rectangle. 

L'équation  vectorielle  d'une  parabole,  rapportée  au  foyer 
comme  origine,  est  (108) 


V4/^ 


(loupons-la  par  la  corde  focale  de  direction 
K  =z  iiCos5  -i    i.,sin^; 


—     l()0    

nous  aurons 

■■^^ 
z  cosfî  =  7—  —  /^      2  sin5     -  .r», 

■\P 

d'où 

z'sin-5  —  4/^~  c^s^  —  4/''"=^  o* 

Les  deux  racines -j     -»    i)riscs    en    valeur 

I  —  cos5       I  -f-  cosv 

absolue,  seront  les  modules  de  FP,  FQ,    et  l'on  aura   FP',  FQ' 

en  chaugeantyj  en  — p' . 

Les  valeurs  de  z  repondant  à  FP,  FQ,  FP',  FQ'  sont 

2/?  —  7.p  o.p'  —  2^'  - 


I  —  cosô     I  -t-  cos^     :  -+-  cosO     1  —  cos^ 

Par  conséquent  : 

1"  FP.FP'-:FQ.FQ'=  ^^, 
sur  0 

^  FP  _  FQ  _       p^ 
'^"  FQ' ~~  ¥^  ~  ~  ]7  ' 

La  direction  de  la  tangente  est  donne'e  par 

.7-,                            zsin'5 
^^1,4-1.,     ou      I1-1-Ï2' 

2/>  "  •?,/» 

D'après  cela,  les  directions  des  tangentes  en  P,  Q,  P',  Q'  seront 
respectivement 

sinô  —  sinô 


h-hi-i,      — -.I1-+-I2, 


I  —  cosô  I  +  cos5 

—  sinô  sinô 


'i~*~  '2'     : — zrrz  ^i-^  '2' 


I  +  ces  0  I  —  cos  0 

ce  qui  démontre  la  troisième  partie  de  la  proposition. 

68.  Si  un  triangle  est  inscrit  clans  une  parabole,  les  points 


—  I()I  — 

(le  rencontre  des  cotes  avec  /es  tangentes  aux  sommets  opposés 
sont  en  ligne  droite. 

Soient  P,  Q,  R  les  trois  sommets,  R'  le  point  de  rencontre 
de  PQ  avec  la  tani,'entc  en  R;  nous  avons  (108^ 

//-  7*  /-• 

r  =^  —  ,\-T-/?n,         O  r:^  — A  -;-  7  B,         R  =  —    V  -f-  /  B, 
2  2  2 

iv'  r7=  2  P  -+-  (  I ;  )  Q  m  R  -f-  //  '  /A  -t-   B  ) . 

Cette  équation  dévoloppL-e  nous  donne,  en  égalant  les  coelli- 
rients, 

='[P'—  1']  -'-  T  -    ' ■  -+-  "2 «^      ^■[p  -   7    +  7  =  '  H-  «1 
d'où 

„  _  ''{P  -^'l)  —'---pq 
u  — ) 

9.  y  —  p  —  <i 
ce  qui  donne,  pom  la  valeur  de  r', 

;- '-  —  pqr 

.'_-  ■*-  ,    .         '-P'I      _ 

—  A  -r 


2r  —  /^  —  q  ir  —  p  —  q 

de  même,  par  symétrie, 

.7 

(IIP 


1\ 

o 

-  7'/^ 

r 

2/^  T-  y  - 

2 

—  /■ 
■rpq 

iq  —  r  —  p  lq  —  r  —  p 

Si  maintenant  nous  posons 

'/  =  [P  —  1)'\'^'--P-  In 
u=z{q  —  r]{'ip  —  q  —  r), 

^  =  [r-  p][iq  -r  -p], 
L.  —  Qnatcriiions. 
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il  est  aisé  de  voir  que  nous  aiiions  à  la  fois 

«  H-  p  -f-  V  r^  o, 
K  p'  -i-  ,8  q'  -f-  7  r'  r=  o. 

Donc  les  points  P',  Q',  R'  sont  en  lij^ne  droite. 


EXERCICES  PROPOSES  SUR  LE  CHAPITRE  VIII. 

1.  Dans  toute  parabole,  la  distance  du  foyer  à  une  tangente 
est  moyenne  proportionnelle  entre  ses  distances  au  point  de 
contact  et  au  sommet  de  la  courbe. 

•i.  Si  la  tangente  en  X  à  une  parabole  de  foyer  F  rencontre 
la  directrice  au  point  D,  les  droites  FD,  FX  sont  rectangulaires 
entre  elles. 

3.  Une  circonférence  a  pour  centre  le  sommet  A  d'une  para- 
bole et  pour  diamètre  3AF,  F  étant  le  foyer.  Démontrer  que 
la  corde  commune  partage  AF  en  deux  j)arties  égales. 

4.  Une  tangente  quelconque  à  la  parabole  rencontre  la  di- 
rectrice et  l'ordonnée  du  foyer  en  deux  points  également 
distants  du  foyer. 

5.  F  est  le  foyer  d'une  parabole,  X  un  point  quelconque  de 
la  courbe.  Démontrer  que  le  cercle  décrit  sur  FX  comme  dia- 
mètre est  tangent  à  la  tangente  au  sommet. 

G.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles  pas- 
sant par  deux  points  donnes  et  dont  les  axes  sont  parallèles  à 
une  direction  donnée. 

7.  Deux  paraboles  ont  même  directrice.  Démontrer  que  leur 
corde  commune  coupe  à  angle  droit  et  par  le  milieu  la  ligne 
joignant  leurs  foyers. 
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8.  La  porlidU  de  toute  t.iiif'ente  à  l.i  p  iimIioIc  <(>m|>iis<'  nitir 
deux  tangentes  qui  se  ieu(  onticul  sur  la  diiectrice  est  vue  du 
foyer  sous  un  augh;  droit. 

9.  Si  du  poiut  de  contact  d'une  tangente  à  la  parabole  on 
mène  une  corde  quelconque,  et  si  l'on  trace  une  parallèle  à 
l'axe  rencontrant  la  tangente,  la  courbe  et  la  corde,  rt-s  trois 
points  détermineront  une  division  proportionnelle  à  celle  déter- 
minée sur  la  corde  par  cette  même  parallèle  à  l'axe. 

10.  Déterminei'  le  lieu  dos  ])()ints  milieux  <lcs  cordes  focales 
d'iuie  |)arabole. 

11.  Soit  PFQ  nue  corde  focdc  d'une  parabole  de  sommet  A  ; 
les  droites  PA,  Q\  rencouticnt  I.i  dire(  irice  en  P'Q'.  Démon- 
trer (pie  PQ'.  OP'  sont  parallèles  à  l'axe. 


—  l(>,î  — 


CHAPITRE  IX. 

FOnMLI,  KS. 


Produits  de  deux  facteurs. 


109.  Nous  avons  prccédeninienl  ('lahli  (-37),  en  ce 
qui  concerne  les  produits  de  deux  vcclcurs,  les  qualre 
formules  très  ini])orlantcs  que  voici  : 

(i)  Sab  =  Sba. 

(2)  Uab^-Up.v, 

(3)  AB  +  BA  :=  2SaB, 

(4)  AB  —  BA  =  '}.\}XB. 

Si,  au  lieu  de  deux,  vecteurs,  nous  considérons  deu\ 
quaternions  yJ,B,  décomposés  respectivement  en  leurs 
parties  algébiiques  et  vectorielles,  ylo-\-  Ai  et  Bo+  ^z-, 
nous  aurons,  en  appliquant  les  formules  (i)  et  (?.)  ci- 
dessus  : 

AB  =  Jo B„  -4-  A,, Bi  -f-  Bo  A,  +  5  AiB,  +  l)  Ai  Bi, 
BA  z=z  A^  B^  -\-  A^  Bi  -1-  Bo  Ai  -f-  5  AiBi  -  U  AiBi. 

De  là  on  déduit  imniédiatenient 

(5)  SAB  =  5BA, 

(6)  )iAB  -r-\SBA  =  i[AoB,+  \i^\,), 

(7)  \iAB  —  "^BA  —  i^^A.B,. 


—   i6'5  — 
Produits  de  trois  vecteurs. 

IJO.  rK'in;ii(|U()iis  Idiil  d'ahdi  (1  (|iir,  >i  a  rc|)r('sciilc  un 
vcclour  et  I>  un  ([ualcrnion  (|uclc()ii(|ii(>.  rcxprcssion 
O.Aô/i  csl  idcnliqucincnl  nulle,  puiscjucllc  indique  la 
partie  alj;él)iique  d'une  (|uanliLé  vectorielle,  (lelle  oh- 
servalion,  hule  une  lois  |)()ur  loules,  >ini|)llli(ia  l»e;ui- 
couj)  les  déseloppeuïcnls  ullérieurs.  11  laiidia  seulement 
se  ra|)peler  cpTon  j)ourra  ajouter  o\\  retrancher  à  vo- 
lonté des  expressions  de  la  lornic  considéiée,  sans  ap- 
porter aux  quantités  aucune  altération. 

Cela  étant,  nous  voyons  tout  d'abord  qu'on  a 

5  ABC  r=  5  ^  Ô  AB  -T-   l)  AB    C  =  s  ^U  AU.  e^ 

=:  ScU  AB   =r  Se  [  S  AU  -i-  U  AB         -^  5  CMi, 

S  ABC  r=  S  A     S  LC  -1-  U  BC  ]  =  0  A  U  BC 

n^  S  (  U  AC  .  A  ^  nrr  0  (  S  BC  -4-  U  BC  ;  A  ir.:  S  BCA  . 

Ainsi 


iS) 


il  ABC  -=::  i.1  BCA 


résultai  auquel  o\\   aurait  pu   par\euir,  plus  rapitleinenl 
j)eul-ètre.  au  nioven  de  la  lormule    5),  en  éciivant 

5  .  AI:C  =  S     A  .  Bc"i   =  0  (  BC  .  A  ]  zsz  Û  BC.V  =  t">  [  B  .  C.v)  =:  5  C  \B. 

On  a  aussi 

S  ABC    =r   5  A  II  BC  ziz   —    Û  A  u  Ci>  :=::  —   0  ACB, 

et,  de  plus, 

[C)]  5  ABC  ---   —   î3aCB   —   —  ScB\  ::-  —   6  BAC, 

Ainsi,  la  partie  réelle  d'un  j)roduit  de  trois  vecteurs 
n'est  pas  altérée  par  une  permutation  tournante  des  (ac- 


—    i6(i  — 
leurs,    mais   elle    change    de    signe    lorsqu'on    jnodific 
l'ordre  aulrcmcnt  (|ue  par  une  pcrniulalion  lournanle. 

Nous  avons  déjà  vu  (iO)  (juc  ûaijc  re|)réscnle  le  vo- 
lume du  parallélépipède  coiislruil  sur  O  \,  Olî.  ()('..  Si 


./•,,. r,,  .!•■ 


L)'li.>2'.'' 


sont  respeclivemenl  les  coordonnées  de  A,  15.  (-.  raj)- 
porlés  à  un  système  d'axes  reclangulaires,  cl  si  nous  dé- 
veloppons le  produit  des  trois  vecteurs 


.r,u-hx.,l: 


-.lil,-h,),li 


2*1.) 


on  voil  immédiatomenl   qu'on  aura,  en  vcrlu   des  cou- 
venlions  rondamcnlalcs  sur  les  unités  i|,  lo,  i:!< 


lO 


5  ABC 


xy     .1-.^     .ra 
J"i     J'i     J'a 

Z-|  Zj  3;j 


Soit  sous  cette  forme  de  déterminanl,  soit  au  moyen 
des  formules  précédentes,  on  voit  se  confirmer  les  règles 
sur  les  signes  des  volumes,  indiquées  au  n°  49. 


111.   INous  avons 

U  A«C     :-   l)  [  A  S  BC   -+-  A  U  BC      =  A  5  BC    -h  U  .  A  U  BC. 

Or 

ABC  =^  aSb2  -t     aU  BC, 

CBA  =:  (  S  CB  )  A  -4-  (  U  CB  )  A  r=  A  il  BC:  —  U  BC  .  A  . 

De  là,  par  addition,  et  en  tenant  compte  de  la   for- 
mule (4)j 

ABC  -h  CBA  =  2  A  S  BC  -f-  2  l)  (  A  U  BC  ) , 


—    i6"7  — 
c'csl-à-(lirc 

(m)  abc  -i     CBA  =::   2II   MIC, 

Si  dans  celle  l'ormule,  loul  à  l'ail  yénéralo,  on  per- 
mute les  Icltres  A  el  c,  le  premier  membre  ne  change 
pas;  donc 

(lî)  Uakc  1-  UcBA. 

On  a  aussi 

ti  ABC  ^-I  cSaB    -i-   l)  [  Il  AK.c)    =  C5  AB  —   U  .cU  Alt, 
UCAB  =^  cOaB  -t     l'  .cl'  AB, 

l'I  de  là,  par  adililion, 

(i3)  Uabc-I-I'cab      ;2cOab, 

On  peiil  écrire 

Il  .  aI'bC-    :    i  Ua     BC       -  CB     ;  ^  {     U  ABC  -i-    UcAU  —    UcAU  —  U  ACb), 

ou,  en  verlu  delà  lorinide  (i3)  qui  |)récède, 

(  I  4  )  U  ,  A  U  BC  :rz  C  0  AB  —  B  ?  AC  . 

En  permulant  circulaircmcnt  les  lettres  A,  u,  c,  pui>> 
ajoutant,  celle  formule  (i4)  nous  donne 

(i5)  U  ■  aUbc -f   bIJca -f- cUab)  =  o. 

Si  nous  substituons  dans  la  valeur  de  Uabc,  écrite  au 
commencement  du  présent  numéro,  l'expression  (i4)> 
nous  aurons 

(16)  U  ABC  =  A  SbG    -       b6  AC  -r   c  SaB, 

lornude  im])orlanle  sur  laquelle  se  vérifie  immédiale- 
ment  la  relation  (12).  En  faisant  usage,  au  contraire, 
de  la  relation  (12),  on  arriverait  direclemcnl  à  la  formule 


—    i(J8  — 
(iti)  au  movcn  âc  l'idciililc  rsitlenle 

ABC  -h  r.BA  — ;  A(nc  -f-  cb'  —  n   AC  4-  ca)  -4-  c(  ab  -t-  b\). 

Enfin,    si    nous    remplaçons    A    par  I'ab   clans    la    ior- 
niule  (i4)i  nous  obtenons 

U     U  ab  11  BC  )  =:  C  G     U  AB  .  B  ■    —  R  5  (  Il  \B  .  C  ^   :i=  C  S  ABB  —  B  6  AllC  , 
OU 

(17)  U     U  \B  U  BC  )  :=   —  B  0  ABC. 

\[2.    On  a 

ÔABC  1^  6a11  BC. 

Donc,  on  vertu  des  formules  (8), 

£i  (  aI'  BC  -+-   bIIca  -f-  cil  ab]   =r  3  S  ABC, 

el,  par  addition  avec  la  formule  (i5), 

(18)  sI'bC  H-  bUcA     -   cil  AB  r^  3  iî  ABC. 

Produits  de  quatre  vecteurs.  —  Décomposition  d'un  vecteur 
suivant  trois  directions. 

113.  Dans  la  lorjiiide  (i4);  remplaçons  a  par  Uad.    11 
\icndra 

I  II))  l'      Il  AD  U  BC  ]   ^-  C  i5  ADB      -   B  S  ADC. 

De  là,  par  un  simjile  changement  de  lettres, 

Il  (  Il  BcU  AD      -^1  dS  BCA  A  5  BCD, 

el,  en  ajoutant  avec(i2), 

D  S  BCV  —  A  ?  BCn    —   bS  ADC  -4-  C  5  ADB  =  O, 

relation  à  laquelle  on  peut  donner  Tune  des  deux  formes 

\     A  6  BCD    -    B  S  ACn   —  C  c»  ABD       -   D  t>  ABC  =  O, 

^O  i       C  r  a  c 

*  '  I     A^BCD    —    ubAliC   -i-    CÎPDAB   —  B  5  CDA  =  O. 


—    I  ( >i)   — 
I^n  rcmidiu  aiil  i>   jur  \,   celle   rcl.ilioii    jieiil    encore 
s'écrire 

(21)  \  SAnr.  :-    A  !3iic\  -1    niîc.w    •    cCiaisx. 

Sous  celle  iornie,  elle  esl  iriiiic  i;ramlc  iililih'.  car  clic 
lournil,  coiiiinc  011  il'  xoil,  le  iiio\  t'ii  de  (li'coinnoscr  un 
vecteur  quelconque  x  suivant  les  directions  des  trois  \ec- 
leurs  A,  B,  c. 

C'est  en  quelque  sorte  rétablisscnicnl  d'un  s\>icine 
(le  coordonnées  arbitraires  ;  el  en  parlant  de  là,  il  serait 
facile  de  trouver  les  formules  habiluelles  de  transfor- 
mation d'un  svslème  à  un  aulre. 

Si  cependant  a,  b,  c  élaient  coplanaires,  la  lelalion  (2  i  ) 
ne  donnerait  |)lus  la  déeonq^osition  indiquée,  le  prenner 
inend)re  se  réduisant  à  zéro;  el  en  supjiosanl  qucx,  a, 
B,  c  soient  coplanaires,  chacun  des  termes  de  la  rela- 
tion (21)  s'évanouirait  séj)arénu'nl. 

11  i.  Les  trois  vecteurs  l'uc,  I'c.a.  I'ar  ne  sonl  pas  co- 
planaires en  général.  Nous  pourrons  donc  ordinairement 
décomposer  suivant  ces  trois  directions  un  \ccteur  quel- 
conque. C'est  ce  que  nous  allons  essayer  de  faire,  el  cela 
nous  fournira  en  même  temps  de  nouvelles  relations  sur 
les  produits  dans  lesquels  enlrenl  (pialrc  vecteurs  en 
.général. 

Ecrivons  donc 

X  ^  «  U  BC  -i-   5  11  CA  -f-  y  U  Ali . 

Si  nous  opérons  j)ar  5 .  a  >:.  il  \ienilra  é\idemnienl 
S  AX  — -  a  6  A  l'  ne  3=  «  5  abc, 

et  nous  aurons  deux  relations  analogues  en  j3,  y. 

Substituant  ces  expressions   de  a,  (3,  y,   dans  la  va- 


U'iir  (le  X. 

[il]  x  6 ABC  =  I'bcS  Ax  -;-  l'cA  6bx  -t-  l' AB  6rx. 

Si  nous  remplaçons  dans  ccllo  fonmik-  x  |)ai'  n,  puis 
si  nous  cfl'ecluons  des  j)crmulalions  circulaires  succes- 
sives enlre  les  lellres  a,  u,  c,  u,  nous  aurons,  par  addi- 
tion, 

(     A  SbCD  -^-  bScIJA  -I-  cSdaB  ~-  1)  5  ABC 
(23;        j 

(  =  2  (  Il  AB  s  Cl)  -T-   Il  BC  iî  D  \  Il  CD  0  AK  +   U  I)A  5  UC  ' . 

Donnons  encore,  sans  plus  de  détails,  les  formules 
ci-dessous,  qui  résultent  immédiatement  des  précé- 
dentes, 

(     5  ABCD  =    ï>     A  13bC  —  B  S  AC  -•-  cSaB     I) 

/  =Sab!5cd  —  s  acSbd -i-  Sad  Gbc, 

i      s  [  Il  AB  .  Il  CD      ^=  5  (  AB   —  6  AB  )  [  CI)  —   6  Cl) 

25  ',  =  Sabcd — Sabôcd 

=  SadSbc  --  6ac6bd. 

Produits  de  plusieurs  vecteurs. 
1  lo.   Reprenons  la  formule  du  n°  48, 

CJ  (  AB  .  .  .  GH  )  =:   [ I  )  "  HG  .   .  .  BA . 

On  peut  l'écrire 

5  AB.  .   .ou  —  IIaB.   .  .OH  =  ( i)"HG  .   .   .B\. 

Si  nous  la  com])inons  a\ec  l'identité 

S  AB      ,  .  on    4-  Il  AB.  .  .GH  rz;  AB.  .  .  GH, 

il  \icndra,  d'une  manière  générale, 

l     aÔAn.  .   .GH  AB.  .   .Gll  -I-    ' —  l)"nG...BA, 

(26)        ■ 

(     2II  AB.   .  .  Gl(  -  ^    \B  .  .  .GH  —      —  l''l''  HG  .    .  .  BA. 


\)c  là  ciKorc 
(  î-j  )  J3aii.  .  .c;ii  :_—        (—  i)"  Cmk;.  .  .  i!A, 

(28]  l'\it.  .  .OH  ~—  (—  iJ'-Uik;.  .  .n\. 

IMiisii'iiis  des  rchilioiis  pit'ccdciiiint'iil  oblemies  ne 
sont  que  (les  cas  pailuiilKTS  do   ccllcîs-ci. 

Rotations. 

11(3.  Si  on  lail  lourncr  d'un  angle  (jiitdconcjuc  aa,  au- 
lonr  d'un  axe  a,  un  veclcnr  it,  parallèle  à  col  axe,  il  ne 
subira  aucune  niodilicalioii.  l'^ii  le  désiijiiaiil  |)ar  w  ^ 
a])rès  la  rolalion,  on  a  donc 

r',  =  n,, 

cl  on  peut  écrire,   par  o\(Mnple, 

r',  r=  A  "  'r,  v", 

puisque  Ui  est  parallèle  à  \. 

Si  on  inij^osc  la  jnèmc  rolalion  au  vecteur  lu  perpen- 
diculaire à  A,  ce  vecteur  deviendra  évideinnient 

u',  =  R,A-'. 

Cette  expression  peut  aussi  s'écrire 

r'.,  =  .v~''R2a'*=  (cosa  —  A  siiis-.]  Rja'=  cosaR^*"—  siilcAR,,  \" 
z::.  Rjicosx  -f-  A  sina":  a''i=  R>a-', 

car  Aiio  =1:: — R^A,   les   dou\  \ecteurs   étant   porpondicu- 
Jaires  (38). 

On  Noit  donc  qu'un  vecteur i\  quelconque,  pouxant  se 
décomposer  en  Ri  et  r.o,  sera  représenlé  après  la  rola- 
lion par 

(  29)  r'  =  A-»  RA»  --  .^-'  H  J, 


si  nous  dcsij^nons  par  ./ lo  \orsoiir  a",  ou  rnrmc  un  (|iia- 
icrnion  de  mémo  a\c  et  de  même  arj;timeiil. 

Si  nous  sonmellons  à  hi  mriiic  (>|)(''i;ili<)ii,  ixm  nltis  un 
veclcur  n,  mais  une  biradiale  rej)n';senl('c  |);itle  (piuter- 
nion  li,  il  est  visible  que 

R'—  .i-^R.-i 

représentera   ce  qu'est  devenue  la  biradiale   /»'  a|)rrs  la 
rotation. 

C'est  dans  ce  sens,  d'une  manière  générale,  que  nous 
j)Ouvons  considérer  ro|H'ralion  ./"' (  )  4  comme  re- 
jM'ésenlant  une  rotation,  (pielle  que  soit  L'expression 
géométri(pie  qui  ligure  dans  les  parenllièses. 

117.  Si  à  une  rotation  A"'  en  succède  une  autre  b-^, 
])uis  une  troisième  et  ainsi  de  suite,  la  résultante  sera 
évidemment 

r-'7?-',/-'(     ]ÀBC...r=Q-'[     )Q, 

si  nous  posons  ^i5C  .  .  =^  (^, 

On  voit  ainsi  que  la  composition  des  rotations  se  tra- 
duit par  une  multiplication  de  biradiales  et  (pie  l'ordre 
des  rotations  influe  sur  le  résultat. 

Pour  des  rotations  infiniment  j>etiles,  a"  peut  s'écrire 
1  H-  Aa  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordres  su- 
périeurs. La  rotation  résidtante  de  plusieurs  rotations 
est  donc,  avec  la  même  appio\im;ilion, 

;  I  -1-  A  X  )  (  I  -f-  B  _^  )  .  .  .  r=  1  -+-  A  -y.  -+-  B  î  -+-  .  .  .  , 

si  bien  que  l'axe  de  celle  résultante  se  Irouve  re[)résenté 
en  grandeur  et  direction  par  Av.~\-Ti^-\-.... 

jNous  bornerons  là  ces  notions  très  sommaires,  qui  |)ré- 
sentent  surtout  un  grand  inléièt  dans  les  a[)plications 
mécaniques. 


—  1?;^ 


EXERCICES. 

(,9.  Tn)it\cr  la  cnrulitioii  pour  iiue  Us  /u/iiteu/s  d'un  tétraèdre 
se  rcnco/itic/it . 

Soit  OABC  le  Ictrac-clre  (OA=.a.  OB=:b,  OC  =  c;.  Les 
hauteiiis  issues  de  A  et  de  B  peuvent  s'expriuier,  eu  diieclidu, 
parUfic,  Dca.  Si  elles  se  reuconiront,  1rs  trois  veeteuis  u  —  a, 
U  BC,  U  c.v  seront  C()|)lauaires.  Donc 

5  (  B  A     l'  BC  U  CA  =  o, 

e'est-à-diie 

S  (  B  —  -^  )  ^'  (  ^'  BC    U  CA    =;  o  ; 
or 

U  ^^  ObcUca    :=  —  c  5  BOA  [formule  [17)], 
et  par  conscqucnt  la  condition  ihnient 

Sec  =  Sac,       ,<•  —  b  -  —  b''  —  c-i=  (c  —  a)-  —  a-  —  c*, 

1  C  —   B    *  -I-  A-  =-;   ^  C  —  A  ]  -  -i-  B-, 

ou  enlin 

gr^BC  H-  yr-OA  =  gr'AC  -t-  gr^OB, 

ce  (jui  exprime  (jue  la  somme  des  carrés  de  chaque  couple 
d'arêtes  opposées  est  la  même.  Cette  condition  est  nécessaire  et 
sufiisante. 

70.  Si  deii.v  tétraèdres  ABCl),  A'B'L'D'  sont  tels  (jue  les 
droites  AA',  BB',  CC,  DD'  coneourent  en  un  même  point  0,  les 
intersections  des  plans  des  faces  correspondantes  sont  situées 
dans  un  même  plan. 

Posons 

OA  =  A,      OB  =  B,      ...     et     OA'=-A,     OB'=^b,     

a  p 
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1,0  plan  ABC  est  (GO)  pcrpeiulioiilairc  au  vecteur 

L  =  U  AB   -f-  U  BC  4-  U  CA  . 

De  même  A'  B'C  est  pcrpeiuliculaire  à 

a  fi  ,i    y  7  « 

ou  à 

M  =  y  U  AB  -h   3C  11  BC  -+-  '5  U  OA. 

L'intersection  des  plans  ABC,  A' B'C  est  doTic  pai-.ilièlc  au 
vecteur  l)  lm,  c'est-à-dire  [formule  (  i  7)],  si  on  néglige  un  facteur 
réel,  à 

u'  ~-^  '  3  —  y  '  A  H-  (y  —  K  ]  B  H-     a  —  ^j  ;  c. 

On  a  de  même,  par  permutations  tournantes  des  lettres,  trois 
vecteurs  a',  b',  c',  parallèles  aux  intersections  des  autres  faces, 
et  l'on  vérilic  sans  peine  que 

Iia'b'  c'  =^  Sb'o'd'  =  .  .  .  =::  O. 


ce  qui  montre  bien  que  les  quatre  vecteurs  \',  b',  c',  d'  sontco- 
planaires,  c'est-à-dire  que  les  intersections  sont  elles-mêmes 
dans  un  seul  plan. 

71.  Soient  0,  A,  B,  C,  D,  E  s/.i-  /)oints  quelconques  ;  «VoC/,, .  .  . 
les  volumes  des  tétiardres  BCDE,  CDKA, .  .  .  en  grandeurs  et  en 
si<;nes;  OA',OB',  OC, .  .  .  les  projections  de  OA,  OB,  OC, .  .  . 
sur  une  direction  fixe  quelconque  OX.  Dciiiontter  qu'on  a 

<',,OA'+riOB'+  ...  =0. 

Formons  la  ([uantité 

aS(BC.BD.BE]  =  aS[c  — b)(d  — b)(k  — b). 

Elle  se  réduit  à 

a!5(cD1.  —  DEB  +  EEG  —  Bcn). 


si  nous  formons  les  (|ii;ilrc  (jii;intit('s  iinalo^ucs  ft  si  nous  ..jou- 
tons, nous  voyons,  en  tenant  eomptc  de  la  formule  (?.o),  (|iie  la 
somme  s'annule.  Donc,  ;i  un  facteur  constant  |»iès, 

P,  A  -(-  <'/,B  4-   .  .  .   ^     O, 

Si  K.  est  un  vecteur  unitaire  suivant  OX,  il  nous  suHil  d'opérer 
par  S.K  X  pour  i|ue  la  relation  pn'cedente  nous  donne  l'c-galitc 
en  d«'monstration. 

72.  On  (loiiiie  trois  pla/is  et  /'oi ie/itnfin/i  du  ritnitrirmc ;  dc- 
terminer  l'é<iuation  de  ce  dernier  plan  de  telle  manière  que  les 
(juatre  plans  se  rencontrent  en  ii/i  même  point. 

Soient 

5  \\  -  :  a,        5  BX  — T  /y,        tîf.X  r^  C 

les  ('cpiations  des  trois  premiers  plans,  x.  le  ve(  teur  du  point 
d'intersection  coni mu  11  ;  d  un  vecteur  de  longueur  queirouque, 
perpendiculaire  au  (luatrième  plan.  Alors,  l'équation  do  ce  der- 
nier plan  est  de  la  forme  Sdx  — :  d.  Mais,  en  vertu  de  la  for- 
mule (2?.)  et  des  équations  des  trois  premieis  i)Ians,  nous 
avons 

xSabc  =  a\)hc  -\-  b\}c\  -T-  ri) AB. 

Opérant  |)ar  fî.uX,  en  tenant  compte  de  la  quatrième  équa- 
tion, 

r/6\Bf  rr^  (ïSbCD  -f    />ScVD  -^  rS  ABU. 

Cette  relation  donne  la  valeur  de  d,  et  par  conséquent  l'i'qua- 
tion  cherchée, 

73.  -Si  l'on  représente  les  aires  des  faces  d'un  tétraèdre  par  des 
vecteurs  perpendiculaires  à  ces  faces  et  dirigés  tous  vers  l'ex- 
térieur ou  tous  vers  l'intérieur,  la  somme  de  tous  ces  recteurs 
est  nulle. 

Soient  a,  b,  c,  d  les  vecteurs  des  (juatre  sommets.  Les  vec- 
teurs représentant  les  faces  ABC,  CBD,  DBA,  ACD  seront,  au 


facteur^  près,  1'(a  —  n^  [c  —  b),  ...  et,  en  développant  ces  ex- 
pressions, on  voit  imnu'diatement  (jiie  la  somme  est  nulle. 

CouoLLAiRr..  —  Il  en  est  de  même  pour  un  polyèiiic  quel- 
conque, ce  polyèdre  pouvant  se  décomposer  en  tt'tiaèdres,  et  les 
faces  contiguës  donnant  Heu  à  des  vecteurs  égaux  cl  de  signes 
contraires. 

Nous  avons  déjà  démontré  plus  haut  cette  propriét<'  (p,  83;  ; 
mais  il  nous  a  semblé  qu'il  pouvait  être  intéressant  de  la  re- 
produire ici,  à  titre  d'application  des  formules. 

7i.  Si  d'un  point  fijcc  on  mène  jusqu'à  un  plan  fi.re  tiors  i^ec- 
teurs  rectangulaires  quelconques.  In  somme  des  invcrsei  des 
car/es  de  leurs  longueurs  est  constante. 

Soient  O  le  point  fixe,  D  le  pied  de  la  perpendiculaire  OD  sur 
le  plan  fixe,  OA,  OB,  OC  les  trois  vecteurs  rectangulaires. 
Posons 

OD  =  D  ^  ,r  A  -I-  )  B  -4-  ce; 
alors  (l'i.) 

.r  4^  )■  4-  3  =  I . 

Mais  si  Sdx  =;  d  est  l'équation  du  plan  fixe,  on  a.  en  rem- 
plaçaat  x  successivement  par  a,  b,  c  et  en  tenant  compte  de  ce 
que  les  trois  vecteurs  sont  rectangulaiies, 

UTa'  =^  J  b-  r:^  3C-  ^^  d. 

Donc 
/i  ','\^       ,.        , '  ''_' 

\A-  b-  c-  /  '         A-  b-      '     c-  d 


EXERCICES  PROPOSES  SUR  LE  CHAPITRE  IX. 

Démontrer  les  identités  suivantes  : 

1.  5(a -f- n)(B -F  c)(c  +  a]  = -îSabc.. 


-   '77  — 
•2.   Ci.U  MiUiscUcA  _--  —  (SabcI-. 

3.    i.1.11    UakUiu:   U    UiuUcv    U    UcaUaii  Cm.,    • 

k.   tî   U  ne  11  c\  ]  =  c-  5  AB  —  0  ne  tî  c  \ . 

5.     A-lt-C-;--      UaBc)-  —   ^llAKCj-, 

G.    A-B'C- ;:  A-^  5bc^- ^    B- ^  Oca  j '-I- c- (  Lia»   -  CiAlU-.y' 

-     2  0  Ali  Gbc  G(;\. 

7.  In:  l'  ABC  -        C-  L"' AB. 

8.  ^ABc]'=^  v'-'b-C"-!     ?.  \l!i;!3  \BC. 

i).    0    UabcIIbcaI'cvb    1      j  Cl  AB  !."i  B'.;Ci(:A  lî  Aiu:. 

10.  iî  A\  5  BCI)  —    5  BX  Ci  CUA  -      0  CX  0  1)  VB  -      LÎ  U\  5  AtC   "—  O. 

11.  (  ABC  j  -  r-  2  A-  r.-  c:-  -4-  A^  [  BC  )  - 

-f-    B*  [  \c]-  ^-    c-  (  K^y  ~        I  AC  0  \B  Cl  BC. 

IIamii.ton.^ 

12.  1)1' ACC     I      vUbCD  h      bI'cDA  -;     G  U  OAB  r:/     j  5aBCD. 

13.  L'expression 

tl  AB  11  CD      ■      Il  AC  U  1)B   -•      il  AI)  U  BC 

représente  un  vecteur.  Iiiterpr'latioii  ycomc'tricpic. 

(Tait.  ) 

14.  Le  volume  d'un  ti'ti;ièilie  ABCD  peut  se  rapporter  à  un 
point  fixe  O  (pieleonfpie  en  l'écrivant 

OABC  —  OBCD  -\-  OLDA  —  ODAB. 

15.  Si  les  (jnatre  points  A,  B,  C,  D  sont  coplanaires  et  si  «,  ^i, 
'/,  0  sont  les  aires  des  trian-;les  BCD,  CD  A, .  .  . ,  on  a 

A5C  B  S  +  Cy  D'J  =  o. 

L.  —   Quuter/iio/is.  '  - 
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10.  Expiinicr  la  iclalioii  cnlrc  les  côlcs  d'un  triangle  splic- 
riquc  et  les  anyles  opposés. 

17.  OABC  est  un  tclraèdio,  X  nn  point  de  la  face  AHC;  on 
mène  XA,,Xlî|,XCi  ])arallèles  à  OA,  015,  OC  jusqu'à  la  ren- 
contre des  laces  opposées.  Démontrer  qu'on  aura 

XA,      xn,       XC,  _ 
"ÔÂ  '^'  "ôIT  '^  'oc  "^  '  ■ 

18.  ABCD  est  un  tétraèdre,  O  un  point  fixe;  on  joint  AO,... 
qui  rencontrent  les  ficcs  opposées  en  A,, .  .  .  .  Démontrer  qu'on 
aura 

OA,        OB,        OC,  ^    OD,  _ 
Â\i  '^  BBi  '^  CCi     '"  DD,  ~  '  ' 

10.  OX,  OY  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  d'une  el- 
lipse; il  en  est  de  même  de  OX',OY'.  Démontrer  que  les 
triangles  XOX',  YOY'  sont  équivalents. 

20.  La  pressi(m  étant  uniforme  dans  une  masse  fluide,  tout 
corps  immergé,  de  forme  polyédrique,  ne  peut  être  soumis  à 
aucun  couple  par  le  fait  des  pressions. 

21.  Trouver  les  conditions  pour  que  trois  plans,  dont  on 
donne  les  équations,  se  coupent  suivant  une  ligne  droite. 

22.  Former  l'équation  de  la  surface  décrite  par  une  droite 
qui  reste  toujours  perpendiculaire  à  une  droite  donnée,  en  s'ap- 
puyant  sur  deux  droites  données. 

23.  Former  l'équation  d'une  dioitc  rencontrant  à  angles 
droits  deux  di'oites  données. 

24.  Soient 

ix  r_  (La  =  in  1^^  -  I      et     iÎABx  =  o. 
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Montrer  qu'un  a 

S.U;x-  A  U^x-  B]  —  i/-[i-  Sab). 

Interprétation  géométrique. 

23.  Deux  points  se  meuvent  uniformément  en  ligne  droite. 
Étudier  le  mouvement  relatif  de  l'un  par  rapporta  l'autre.  Dé- 
terminer l'instant  où  la  distante  des  deux  points  est  mininnim. 

2C.  Une  droite  de  longueur  donnée  se  meut  en  s'appuv.iiit 
sur  deux  circonférences  dans  le  même  plan.  Trouver  Icquation 
du  lieu  que  décrit  un  point  de  cette  droite. 

27.  Lieu  des  points  d'où  une  droite  de  longueur  donnée  est 
vue  sons  un  angle  donné. 

28.  Discuter  les  courbes  représentées  par  l'équation 

A  -;-  .rB  4-  .r'c 


«  -t--  .V  0  -T-  ar.^  c 
A,  n,  G,  (i,  l>,  (■  étant  donnés. 

29.  Toute  rotation  peut  se  déc(»mposer  en  deux  autres  d'une 
demi-révolution  chacune. 

30.  Donner    la   formule  générale    des  rotations  successives 
autour  de  trois  axes  rectangulaires. 
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ClIAPITRE  X. 

i-:ot'ATioNS  DU  i'iu:.Mii:ii  dkgiu': 


Équation  générale  du  premier  degré. 

J  18.  Une  cqualion  du  premier  degré,  par  rapport  à 
un  qualernion  Inconnu  X,  est  celle  qui  contient  ce  qua- 
tcrnion  à  la  première  puissance,  avec  des  qualcrnions 
connus,  soit  isolément,  soit  sous  les  caractéristiques 
5  ou  l). 

Cette  équation  aura  donc  la  forme 

iJXB-hlC.'Ô  J'X  B'  -T-  ^  Z) .  l)  J"XB"  .E  =  F. 

Le  troisième  terme  rentre  dans  les  deux  premiers  si 
l'on  remplace  \)yl"XB"  par  A"XB"—^A"XB\  de 
sorte  qu'on  a 

lJXB-hlC.^J'XB'z=:F. 

Pour  résoudre  cette  écpialion,  on  décompose  les  qua- 
"^   /  Icrnions  en  leurs  parties  réelles  et  vectorielles.  Des  cal- 
ry  /    culs  faciles,   bien   cju'un   peu  longs,   et   dans  le   détail 
(\         desquels   nous    n'entrerons    pas    ici,    montrent   que  la 

^  partie  réelle  A'o  et  la  partie  vectorielle  x  du  qualer- 
nion X  s'obtiennent  séparément,  savoir  :  Ao  parles  pro- 
cédés les  plus  ordinaires  quand  on  connaît  x,  et  x  par 
une  équation  de  la  forme 

(?.)  2in5AX  ^-  U  Çx  3^  c. 


-^" 


'V 
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Toiilt'   1,1  (jucslioii   est  donc-  rnniciK'c  à  l;i  rt'-solni ion  dr 
celle  é(|iiali()ii,  dans   la(|iirllc  rincdiimic  c-^l  maliilciiiiiil 
iiii  vecteur. 

119.  Désignons  par  'l'x  le  prciiiin-  mcinhrc  de  l'i-fiiia- 
lioii(a).  (^iCllc  lonclion  est  du  premier  degré  en  x  et 
représeiilc  un  veclciir  :  nous  dirons  ([ue  c'est  une  fonc- 
lion    vccloriclh;  et  liiKuiiic. 

Si  par  le  symbole  "I""'  nous  représentons  la  fonclion 
ins'crse  (\c  ^,  c'esl-à-dire  telle  que  'l'~' («tx)  =:x,  nous 
voyons  que,  l'équation  (2)  pouvant  s'écrire  <l>x  =  c,  on 
en  tirera  x  =  'l'~'  c.  Le  problème  consiste  d(jnc  à  déter- 
miner cette  fonction  inverse  'l'~'. 

Remarquons  en  passant  que  les  opérations  «l»"'  et  '!> 
sont  commutalives,  ce  que  nous  exprimerons  symboli- 
quement par  la  relation 

Principales  propriétés  des  fonctions  *.  —  Fonctions  conjuguées. 

120.  Toute  fonction  -l»,  définie  par  le  j^remier  mend)re 
de  l'équation  (■>),  jouit  évitlemmcnt,  d'après  sa  forme 
même,  des  propriétés  suivantes  : 

I  "  1'  (  X  +"  Y  +  ...)  =  'I'  X  4-  'I'  V  +  ... . 

2"  chvx=^  4'<:/x;  cette  propriété  est  une  conséquence 
immédiate  de  la  précédente. 

3"  *rtx  =  rt'I'x,  n  étant  une  quantité  réelle. 

121.  La  fonction  <i>('I'x)  sera  représentée  par  *-x. 
De  même  1  application,  n  fois  répétée,  de  l'opération 
représentée  par  cette  fonction  <i>  sera  désignée  par  <i>"x. 

Par  analogie  *"' (<l>~' x)  =^ 'l'~-x,  et  en  généial  nous 
aurons  le  svmbole  ^'""x. 


Il  est  clair  que 

«l>/'l•^-'7,  <i.-'/.<i./'t<i./',<i.-'/, . . .  —  (}./',-»-/',  t- --7,-?,— -, 

rordrc  des  ojK'ratlons  n'influant  d'ailleurs  en  rien  sur  le 
résultai. 

122.  Reprenons  la  fonction  vectorielle 

(3)  <I>x  =i;BSAx  +  nç.x; 

opérons  par5.\  x,  y  étant  un  autre  vecteur  quelconque. 
II  viendra 

ôvî-x  =  sSyrSax    !-  5vll  Q\ 

=  2SxA5Bv-|-S'k  (Ç„-f-  Q,)x 
—  sSxaSby  +  âx(()„—  Ç,)v, 
ou 

Sy*x  =  Sx(2:aSby  +  l'Qv), 
c'est-à-dire 

(4)  5Y<I'X  =  iîX'I''Y, 

si  nous  posons 

(5)  '^'v  :-.- vaSry  H- U^iv. 

La  fonction  <i>' est  dite  la  conjuç^uce  de  '!•  ;  elle  en  dif- 
fère, comme  on  le  voit,  par  rechange  des  lettres  a  et  b, 
et  aussi  par  le  changement  du  quatcrnion  Q  en  son 
conjugué.  TI  est  évident  que  réciproquement  <!'  est  la 
conjuguée  de  «l»',  par  cette  définition  même. 

La  propriété  caractéristique  des  fonctions  vecto- 
rielles linéaires  conjuguées  se  trouve  définie  par  la  rela- 
tion { ^). 

I2'î.    Lorsque    '1''-  .  "1".    on    dit    (hic    la    lonclioii    '!■    est 
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conjuguée  à  cllc-uirnio.  S'il  n'en  osl  pas  ainsi,  on  a,  par 
la  défini  lion  (  4  U 

la  propriéU;  s'a|)pli((uanl  à  l<)ii->  les  xccloiirs  possibles. 
Donc,  ajoutant  avec  (4), 

S  Y  (  <l>  -I-  •!''  )  X  =  6  X  >  -f-  •!''  )  V, 

ce  qui  montre  que  la    l'onelion  'I'  -f-  '1''  est  toujours  eon- 
jup^uée  à  elle-même. 
De  plus, 

5  X  '1'  X  :—  0  X  "!''  \      ou      5  X  ^  '!>  —  '!•'  )  X  =  o. 

Donc  (i*  —  '1'' )  X  est  perpendiculaire  à  x,  ou 

I  <t>  —  *'  )  X  =  IIdx. 
Par  conséquent, 

<I>x=|^<I>  +  ^l>')x  -l-J(*  — *')x  =  4(*  -l-<I'''x  -f-  U'nx. 

Cela  nous  montre  (pie  toute  lonelion  veeloricllc  cl 
linéaire  de  x  ne  diflèrc  d'une  l'onelion  conjuguée  à 
elle-même  que  par  un  ternie  de  la  forme  U  nx. 

Si  la  fonction  *  est  conjuguée  à  cllc-nièmc,  le  vec- 
teur D  s'annule  évidemment. 

L'application  successive  des  deux  opérations  «l»,  M', 
répondant  à  des  fonctions  vectorielles  et  linéaires,  a 
pour  résultat  une  nouvelle  fonction  linéaire  et  veelo- 
rielle,  comme  on  le  voit  immédiatement  par  le  calcul  en 
développant  les  termes. 

Cela  étant,  la  fonction  'l'"I>',  comme  «l» -h  "!'',  est  con- 
juguée à  elle-même;  car,  d'après  (4)» 

S  X  'î>  '!■'  V  r=  Ci  'I''y  'I''  \  =  G  '1''  X  '!■'  V  :  -    ^  Y  '!'  <'/  \  . 
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Rcmai-quons  cnQn  quo  la  fonclion  '1' H- i,'  ('st  vcclo- 
rlelK^  et  linéaire,  conimc'l>,  cl  que  sa  conjuguée  csl<l>'-i-^, 
si  celle  de  '1'  est.  <1''. 

ÎSous  bornons  là,  pour  rinsianl,  renoncé  des  nom- 
breuses et  intéressantes  projiriélés  que  possèdent  les 
fonctions  *. 

Inversion  de  la  fonclion  <^.  —  Première  méthode. 

12i.  Tout  vecteur,  en  i;t'n<''r;il,  peut  sexpniner  par 
la  somme  de  trois  vecteurs  non  coplanaires  quelconques, 
multipliés  par  des  coelTieients  réels.  Or  n,  tx,  *-\  sont 
généralement  non  coplanaires.  On  pourra  donc  exprimer 
le  vecteur  <I'''x  sous  la  forme 

(  6  )  <l>  '  \  =  ),  X  -I   y.  I»  X  - 1  -  •-"!>-  X . 

Si  l'on  opère  sur  celte  relation  par  <ï>~',  c'est-à-dire  si 
l'on  remplace  x  par  <l»~'  x,  on  aura 

•1'^ X  ^=  > <1>- '  X  -r-  !J.\  +  V <!'  X , 
f  -J  1  ■ —  /  «l»     '  X  riz  y.  X  -1-  V  <i>  X  —  <^-  X . 

La  fonction  <!>"'  se  trouve  donc  exprimée  ainsi  au  moven 
d'opérations  directes. 

Les  quantités  réelles  )^,  u,  v,  indépendantes  de  x,  pour- 
ront se  déterminer  en  rem[)laçant  successivement  x  par 
trois  vecteurs  connus  quelconques,  et  en  résolvant  les 
trois  équations  résultantes. 

i2o.  Il  reste  à  \oir  que  cette  solution  générale  s'ap- 
plique également  aux  cas  particuliers  (pii  j)euvent  se 
présenter. 

Tout  d'abord,  si  'l'x  est  parallèle  à  x,  et  par  consé- 
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(|ii('ril  (le  lii  i\>viur  /^\,  ou  ;nira  -l- '  \  =  A^\,  c'cst-ù-dirc  lu 
rclalioii  [6)  l()is((iio  u.  vl  v  sont  mils. 

Si  X,  'l>x,  'W-\  sont  coplanoircs,  on   [xni  .'•(  lin- 

"l'^X  zr=  Jj\  f/'\'\, 

(J\»ù 

<{>''  X  r=  /)  <J>  X   -f-  7  <!•'  X       t  f)fj  X  -h  ^  p  -{-  (f-     'I'  X  , 

ce  (jul  rciilro  encore  dans  la  forninlo  {()),  donl  l'usage 
est  ainsi  tout  à  lait  général. 

Si  tiaris  ré(juation  (7)  on  avait  X  =:  o(/j'.^o],  on  au- 
rait, en  opérant  encore  par  1'"', 

—  (Z  1'~'  X  =1;  V  X  —  'i'  X. 

Si  X  =  o,  y.  ^r  o,  il  vient  enfin 

v'I>~'  X  =  X. 


EXERCICE. 
75.   Effectuer  Vimersion  de  la  fonction 

<I>  X  rr:  ^  <7  j  1 ,  0  r ,  \  —  ('z  -'  I ^  G  I ^  X  —  rt  ^  I^  0  î ,  X . 

Cette  fonction  particiiliùie  a  une  grande  iinjiortancedans  l'élude 
des  surfaces  à  centre  du  second  ordre. 

Si  nous  y  remplaçons  successivement  x  par  i,,  lo,  I3,  nous 
avons 

De  là, 

•p-ii  — ^  c/j' II,     .  .  ,      et  de  même     <J'^i,=r  n','r,.  .  .    . 

L'équation    6)  nous  donnera  donc 
a\T=z\->f-'j.n\-\'ja\,    n\z=z\-^u.n\-{--jn\,    a\--^'i.-\~u.a\-^-in\. 
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Donc  <i],  al,  al  sont  les  racines  de  Icquation 

;:>_  v;2-    ,j.z  —  l  =  O. 

et,  par  conse'qucnt, 

l  =  a-^alnl,    ui  =  — {a\nl-{- ala- -\-ala\),   ■■f=za'l■^-r/-,-hn-^, 

On  aura  ainsi 

*'x  =  aia-,al\  ~  I a'I  a]  -\-  nlnl  -+■  (7^<7j)<I>x 
"•■  {'^1  ~^  ^l  +  <^l  ]  ^'^, 
relation  qui  peut  encore  s'écrire 

{^^  -  al)  {<i>  -  al]  :  <i>  -  al]x  =  o. 
On  en  tire 

nla'lctl'l'-^x  z=  {f'ial  +  «.^«j  -h  «3«i  'X 

—  (  «  1  -+-  «2  +  «,n  *  -"^  "+"  ''■"  ^  > 

c'est-à-dire  l'inversion  de  la  fonction  t  ou  la  solution  de  l'équa- 
tion 4>x  r=  c. 


Inversion  de  la  fonction  4>.  —  Méthode  d'Hamilton. 
126.   Soient  L,  M  doux  vecteurs  tels  qu'on  ait 

(8)  <Î.X:rzllLM, 

on  lire  iinniédialemenl  de  là 

S  L  'I'  X  r^  o ,       S  SI  <!'  X  =  o , 

cl,  par  l'inlroductioii  de  la  fonclion  conjuguée  •!''  (122), 
5x'l''i,  =:o,     13x'I''m  =  o. 
Le  vecteur  x  est  donc  perpendiculaire  à  «I-'l  et  à  'I>'m, 
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c'csl-ù-dirc  à  l'axe  du  (jiiatcniion  •I''l'I''\i.  Ainsi, 

Or,  d'après  la  relation  (  8),  x  =  *"'  I'lm;  donc 
(10)  w^-'IIlm       11'I''l1''m. 

II  s'a<;it  à  présent,  pour  tirer  de  là  l'inversion  de  •t', 
de  déterminer  la  constant»»  tn  et  d'exprimer  le  second 
membre  en  fonction  du  veetfur  Ulm. 

Soit  N  un  vecteur  quelconque,  non  coplanaire  avec 
L  et  M.  Opérons  sur  (10)  par  6.*'^  x,  en  tenant  compte 
des  relations  précédentes  et  de  la  propriété  fondamen- 
tale des  fonctions  conjuguées  ;  nous  aurons 

w6.'I''n<1'     'UlM  —  5.'l''Nl)<t-'L'l''M        :  /«  5  .  N -l"!'-' U  LM 

=z  mS  LMK  =  m  S  (l)  LM  .  N     =  s    "!•  Il  'l''  1. 1»'  51  .  N 
.■r=  S  (  Il  <^'  1, 1>'  >r  l»'  N  =  5  .  1>'  L  l»'  M  '!>'  N . 

De  là 

II  m  — ~ 

^  S  I.MX 

Cette  quantité  ///  est  indépendante  des  valeurs  parti- 
culières de  L,  M,  N.  En  effet,  si  on  remplace  l  par  l  -f-  ~  m, 
le  numérateur  et  le  dénominateur  restent  séparément 
invariables.  Donc  on  peut  ainsi,  par  des  modifications 
successives,  amener  les  vecteurs  l,  m,  n  à  trois  valeurs 
quelconques,  sans  que  m  soit  altérée. 

Changeons  maintenant  "l'en  <\>  -f-^  dans  l'équation  (lo), 
g  étant  un  nondjre  réel  quelconque.  Si  nous  appelons  nif. 
ce  que  devient  la  constante  m  par  cette  transformation, 
nous  aurons 


j  ,  =D-l.'l.-t''M-r-i,'lVL'l''M-t-'l''L.>i;    -   ,:;-Ul 

I  =    m-I'-'  -l-A'M     I-  fi-    lli.M, 
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en  posant  pour  l'inslant 

M   U  I.M    -~  l)     L  ■!<  '  M    -I-  -!•'  L  .  SI    , 

sauf  à  éliulicr  tout  à  l'heurt^  ce  qu'est  (cllc  fonclion  H'' 
D'après  la  relation  (ii),  nous  avons 

61  :<l''    4-  o.^L.(<l>'-h^]M.f«l>'-»-/;')ir] 

;?/(  et  ///2  sont  deux  nouveaux  coefficients  réels,  dont  les 
valeurs 

6    I. <!>'  M  "!>'  V  -I-  M  <^'  N  'l»'  r,  -I -  N  <!''  i,  '!>'  m  ^ 


l'i    < 

s  '  mn<1>'l -î- nl<1>'m -T- i-m^'n! 


sont,  tout  comme  m,  indépendantes  de  l,  m,  n. 

Actuellement,  substituons  à  m»  sa  valeur  dans  la  re- 
lation (12),  puis  opérons  par  1' -h  g",  et  il  nous  restera 
l'égalité 

[m-\-  m^^  -^  w,  o'-  -^  ij^^   Il !.:« 

c'est-à-dire,  en  supprimant  les  termes  ideiilirpies  et 
identifiant  les  coefficients  de  ^  et  de  i,'-,  que  nous  au- 
rons les  deux  égalités  svmholiques 

(  1 5  )  w,  =  <|>Y  -i-  m  <!>-' ,      w,  rr:  <I>  H-  M'. 

La  seconde  nous  donne  T  =  /7/0 —  t  et  nous  montre,  en 
conséquence,  que  la  fonction  M'  est,  elle  aussi,  vecto- 
rielle linéaire. 

De   plus,   Téliminalion    de   'l    entre   les   deux  équa- 
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lions  (i 3 j  donne 

Celle  dernière  éqnalion  .s\  niboliijiie  nous  Iniiinil  la  so- 
lulion  complète  des  ('(|n;ilions  vccloricllcs  linéaires  nar 
la  niélliode  d'JIatnillun.  (jiic  nous  venons  d'exposer. 

127.  l\)ul  le  [jroblèmc,  on  le  voit,  se  ramène  à  la 
délerminalion  des  valeurs  réelles  ///,  ///,,  ///j.  Lorsque 
CCS  coefficienls  sonl  délerminés,  l'équalion  symbo- 
lique ( i6  .  vl  par  conséquent 

(17)  4»  '  —  Wj  '1'-  -r-  llli  'l>  —  /«  =  o, 

est  satisfaite,  c'est-à-dire  (pion  a 

(18)  (*' — /«j'i»*  + /«i*  —  nijX^o, 

quel  que  soit  le  vecteur  x. 

Si  nous  formons  l'équation  du  troisième  degré 

(  i(^]  .r*  —  /)i.,s-  -Y-  i/ii  v  —  ///  =73  o, 

et  que  nous  en  appelions  les  racines  Si,  s^,  Sy,  l'équa- 
tion ci-dessus  pourra  s'écrire  sous  forme  symbolique  : 

(?,o)  (*  —  Ji  '  '♦  —  .Vj      'I»  —  .Ï3     ^T-  o. 

Directions  principales. 

128.  Clicrebons  la  condition  pour  qucx  soit  parallèle 
à  l'X,  c'est-iÀ-dii'C  po'ur  que  lopéi-ation  *  appliquée  à  un 
vecteur  n'en  altère  pas  la  direction.  ]Nous  devrons 
avoir 

^21)  <t>X:r=ZX       0.1       Ux'I'XrnO. 
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Delà 

el  par  conséquent,  en  subsliLiuinl  dans  l'équalion  fon- 
damentale (i8), 

[  Z^  —  1)1.2  Z-  -h  III i  ~  —  m  ]  X  :^  G, 

si  l)icn  que  z  doit  être  l'une  dos  trois  racines  Si,s.,,.s^  de 
l'équation  (iç))- 

J/une  de  ec^s  racines  au  moins  est  réelle,  puiscjue  l'é- 
quation est  du  troisième  degré.  Supposons  pour  un  in- 
stant qu'elles  le  soient  toutes  les  trois. 

La  solution  du  problème  sera  donc  donnée  nécessai- 
rement par  ruiu'  ([ueleonque  des  directions  X|,Xo,X3 
qui  satislbnt  aux  conditions 

^22)    (1>— ^1    Xi=:0,        *— .V2)\2  =  0,      [^  —  Si]\.i=o. 

Déconq)osons  x,  vecteur  quelconque,  suivant  ces 
trois  directions  X)  ,X2,  X3,  que  nous  appellerons  directions 
principales.  Nous  aurons 

(23)  X  =  K,X,  -f    :a.\,-\     «3X3. 

Opérant  par  «i> — .v,,  en  tenant  compte  des  condi- 
tions (22), 

[  «1»  —  y,  '  X  =  «2  \S,  —  S^  '  x,  -f-  «3  (.îj  —  ^1  )  X3. 

Ainsi,  l'opération   «1>  —  .s,    fait  ])crdie  à  un  vecteur  x 
quelconque  sa  cojuposanle  parallèle  à  X(. 
Opérant  de  nouveau  j)ar  <I> —  s^,  il  \ient 

(*  —  •1l)\'^   —  •V2;X  =  «3(*3—  .^2)^.^3—  '^1     X3, 

et  (le  même 

I  2  'j  1        '    , 
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Les  Irois  dircclioiis  piiiuMpalcs  sonl  (loue  romnic-,  par 
les  expressions  sulvanles,  ([ml  (juc  sdilx, 

11*  —  Si]  ''l'  —  S2  X, 
(*  — J,'(<t'  —  s^'x, 
[^'  —  So)  ;*  —  .VjjX, 

loulcs  les  fois  c|iie  les  racines  5),  s.,,  .V;j  sonl  iiié^Mles. 

Il  importe  tlclahlir  qu'on  aura  bien  ainsi  loules  les 
direclions.  En  d  aulrcs  Icnncs,  il  n'y  a  pas  deux  direc- 
tions diflc'rcntes  qui  [)uissenL  dounci-,  par  exemple, 

(*  —  .Vl'Xin::  O,        ( '1'  —  *,  )  V,  - -  O. 

En  elTet,  si  une  pareille  direction  y,  existait,  en  de- 
hors de  Xi,  nous  décomposerions  x  suivant  Yi,Xo  et  X;), 
et,  formant  la  quantité  (<I>  —  .V2)('l'  —  53 )x,  comme  ci- 
dessus,  nous  aurions 

(*  —  '^i)  ('!'  — •^3)^  =  pi(-^"i  — -^2)  i-^1  — •V3JY1Î 
d'où  l'idenlilé 

(  26  )        ai  (  Ji  —  s,  ;  ( .y,  ~-  .ï;,  )  X 1  =  pi  ;.y,  —  s,  ]  (  .v,  —  s.,]  v, , 

(jui  ne  peut  subsister,  Xj  et  y,  ayant  des  direclions  dif- 
férentes, qu'aulanl  qu'on  a 

Si  =^  S.2        ou        Si  n-:  Jj, 

c'est-à-dire  que  si  les  racines  ne  sonl  pas  diflc-rentes  les 
unes  des  autres. 

Pi'cnons  mainlenanl  riivpollièse  de  dcu\  racines 
égales,  .?.,=  S;i  par  exemple.  Si  nous  opérons  par  «l-  — .v, 
sur  ré(pialion  (23),  nous  aurons 

(27',  ,'!'  — -^2!^  -  «i/i—  *i'-^i' 

en  admolUuU  (jue  la  direction  X3  satisfasse,  comme  Xj.  à 
la  condilion  'l>x=-.^8X. 


—      U)^     - 

Donc  la  diroclion  \,  sera  donnce  j^ar  (^<^ —  s-^)  x,  quel 
que  soil  x. 

Si  nous  Oj)éi'()MS  au  conlrairc  par<l'  —  \,  surccllc  iiicinc 
équalion  (  iS),  il  \  iciil 

(28)  (t  —  .v,)x=  ;»'2—-^i)f  «2X2-1-  «a^s)- 

Ainsi,  un  vecteur  quelconque  v  dans  le  plan  (x-^Xj) 
est  donné  en  direclion  par  (<!'  — ■'^i)'^,  quelque  soilx.  Il 
est  d'ailleurs  évident  que  tout  vecteur  dans  ce  [)lan  sa- 
tisfait à  la  condition  (* — s.2)\'  =  o. 

Enfin,  si  les  trois  racines  .9j,.ï2' •'•"a  ï'ont  égales,  il  est 
clair  cju'en  opérant  par  <I"  —  ,v,  sur  Téqualion  (sS),  on 
obtient 

(*  —  Si)\  -:  o, 

c'est-à-dire  que  tout  vecteur  de  l'espace   est  une  direc- 
tion jjrincipale. 

IDans  le  cas  oii  deux  racines  seraient  imaginaires,  on 
n'aurait  plus  qu'une  seule  direction  principale  au  lieu 
de  trois.  Les  autres,  sidjstiluées  dans  les  formules  (2j), 
donneraient,  comme  directions,  des  bivecleurs  [*). 

l!29.  Dans  le  cas  oîi  les  racines  de  l'équation  (19)  sont 
réelles  et  inégales,  les  trois  directions  principales  Xj,  Xo, 
X3  (ortnent  un  Irièdre,  que  nous  ])Ouvons  apjxlcr //7'è<://"6' 
pri/icipal. 

Puisque  nous  avons  idenli(piemcnt  ('1'  —  \jjxi=0, 
nous  aurons  aussi 

(59)  Sx(1'-.Vi)x,  =  o, 


(')  Hamiltoii  vi  Tait  (lcsi[;iiciil  rospcctivcnicnl  jiar //V<>c/c///.s  ot  ^/iy//c/- 
lernioiis  ilcs  cx|)rL'ssions  tlo  la  forme  A-i  ii  y/ — i  cl  yé  -^  liyj- — i,  ^ — i 
claiit  l'iiiiilé  ima{;iiiairc  de  l'Algèbre  ordinaire. 


-  iy3  - 

(jiicl  tjiic  soil  x;  c"cst-à-(Jlrc,  en  vciiii  de  la  l'clalioii  ^4) 
(3o)  5x,('l'' —  ,î,)\  =  o. 

Ainsi,  loul  veclcur  tic  la  lurnic  ("!'' — «,  iX  rsl  poipen- 
cHculaire  à  x,.  De  nicmc,  tout  vecteur  ('l'' — .VoW  est 
perpendieulaire  à  Xj. 

Par  conséquent,  le  veclcur  ('1'' — •*!;(, 'l*' — .v^  ^  x,  «loul 
nous  désignerons  la  direction  par  x',.  est  à  la  fois  per- 
pendiculaire à  X,  cl  x,. 

De  même  les  dlreclions 

(+'—*, /'!''  — ^3}  X     et      i^y  —  s,  .['l>'—  S3S, 

ou  x',  cl  \',   sont   perpendiculaires  aux  plans  (xjXj)   et 
(X2X;;)  respeclivoment. 

Le  Irièdre  formé  j)ar  x, ,  x'^,,  x'.,  est  donc  supplémen- 
taire du  trièdre  jirincipal.  Nous  pourrons  l'appeler 
fiLcdre  j)/inripal  conjtigiir.  C'est  le  trièdre  principal  de 
la  fonction  *',  et  il  est  manifeste  rpie  le  premier  est,  réci- 
proquement, le  conjugué  du  second. 

130.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  consi- 
dérée <I>  soit  conjuguée  à  elle-même.  Nous  allons  démon- 
trer qu'alors  les  trois  racines  de  l'équalion  (19)  sont 
nécessairement  réelles. 

Soit  en  cflet .?,  -]-  ^1  \^  —  i  l'une  de  ces  racines,  et  ap- 
pelons Xi  r  Vj  \  —  I  la  valeur  qui  en  résulte,  en  vcrlu 
de  la  première  équalion  (24),  pour  le  bivecteur  corres- 
pondant. 

Nous  aurons,  en  vertu  de  la  première  relation  (22  , 

'H  ^  1   -^  '''1  \'^')    -    (  •♦!  +    ^  \    —  '  ,  (  "1  -^  '*^'l  \   —  •  -'' 

relation  qui  se  dédouble  de  la  manière  suivanle  . 

<l«Xj    —  .V,  X,  —  /[Y,,        'l'V,  —  A,  V,  -+-  /iX,. 
I,.  —  Qtiatcriiloii!.  '  "^ 


—  »yi  — 

Opérant  respcclivoinciil  par  d.VjX  cl  G.\,X,  puis 
rclrancliant  membre  à  membre,  nous  aurons,  en  appli- 
quant la  formule  (4  ), 

O  —  /,(x2  H-  Yj); 

X,  el  Vj  ne  sannulanl  pas  tous  deux,  il  laul  donc  /,=  o, 
ce  qui  démontre  bien  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
en  >v. 

131.  Soit  toujours  une  lonclion  '!•  conjuguée  à  elle- 
même  el  appelons  eomnic  ci-dessus  Xj,  Xo,  X3  les  direc- 
tions principales,  qui  seront  toujours  données  par  la 
même  méthode,  mais  qui,  toutes  trois,  seront  ici  néces- 
sairement réelles. 

INous  aurons  encore  l'équation  (sç)),  mais  nous  en  dé- 
duirons, au  lieu  de  (3o), 

(  3 1  )  [5  X,  ;  <\>  —  Xi  )  X  =0, 

quel  que  soit  x. 

Or,  d'après  les  l'ormules  (aS),  les  direclions  Xo  et  x,j 
sont  de  la  forme  (*  —  "t,  )x.  Donc  Xj  est  à  la  fois  perpen- 
diculaire à  Xo  el  à  X3.  On  établirait  de  même  que  Xo  est 
perpendiculaire  à  x,),  et  Ton  voil,  par  conséquent,  c[uele 
trièdre  principal  est  trircctangle.  11  est  d'ailleurs  évi- 
demment identique  avec  son  conjugué. 

132.  Si  Ton  écrit  encore  x,  comme  plus  liaul,  sous  la 
forme 

X  —  «1X1+   «o.\,4-K3X3, 

on  aura 

«l>x  =  «l'I'Xi  H-  (/.,>\>x,-^-  c.,'l'X3, 

c'esl-à-dire,  à  cause  des  relations  (22), 

(  32  )  <!> X  =  ,ç,  K,  X,  -+-  .f i y.^x,  -f-  .V3  «3  X3 . 


II;.)    — 
(  )ii  |)i)iiri-.i  iloiic,  ni  Mil  II  (le  In   ici  a  lion  [il)  «In  (  1  lia- 
pi  l  ri'  I  \  (  |).  i()i)),  en  juciiaiil  pour  A,  »,  c  les  lr()i>  «liiiT- 
lions  principales,   incllre  tonle   ("onclion    \<(loi  icilc  li- 
néaire sons  la  lornu" 

'33)     «l'x  —  .v,x,  Ox.x^jX  ^   <^x,,6.\;,x,x -r   T^x^lVxiX^x. 

Si  Ton  aijoplc  |)oiii-  (liicclioiis  des  iiiiihV-  iniaj;maii'rs 
Ii>i»)i3  '<'^  Irois  (lireclioiis  orlliOf;()nales  x,,Xj,X:i,  dans 
le  cas  d'une  fonction  (■onjiif;iiée  à  elle-même,  on  pourra 
niellre  eell»^  fonelion  sous  la  lonne 

(  34  )         '!•  X  =  —  .ï,  1 ,  0 1 ,  X  —  .s.,  I ,  G I,  X  —  .V,  1 ,  5  1,  X. 

Il  esl  possible  de  lirer  tie  là  une  liansformalioii  iiii- 
poilanle  el  de  mellre  la  fonelion  considérée  sous  la 
forme 

(35)  *x  =  /x  +  /«U  (i,  J   // 13  ■  x{i,  —  «I3). 

En  développant  le  second  imiulu'e,  après  avoir  rem- 
placé x  par  a,  i,  +  a-i  ij -f- aj  i;,,  rcmplaeanl 'l'X  par 

puis  idcntilifinl,  on  trouve  par  un  calcul  facile 

*,  =  /  —  ni  —  inn'-, 
s, m  /  -+-  m  —  ///«-, 
*3  zz:  /  -f-  /7î  -T-  ni/i-. 
Delà 

ri-= »      /=  7      m=  —         • 

A2  —  *i  2  2 

On  a  donc  une  valeur  réelle  pour  n  si  l'on  a  choisi 
pour  II  et  I3  les  directions  princi[)ales  correspondant  à 
la  plus  grande  et  à  la  plus  petite  des  trois  racines  de 
l'équation  en  s. 


Celte  Iransformalion  ado  l'IiilcrtH  ati  poinl  do  vue  des 
apj)licalions  géomclri(|iies. 


EXERCICES. 

70.   Rcsoudie  r équation 

U  AXB  =  C. 

Dans  cet  exemple  et  dans  quelques-uns  de  ceux  qui  vont 
suivre,  on  pourrait  certainement,  par  des  procédés  particuliers, 
obtenir  la  solution  beaucoup  plus  simplement  que  nous  n'allons 
le  faire;  mais  nous  tenons  par-dessus  tout  à  employer  la  ni('- 
tliode  générale  d'Ilamilton,  notre  but  étant,  par  ces  exercices, 
de  Himiliariser  le  lecteur  avec  cette  UK'thode. 

En  posant  «l'x -rr  1) axb,  on  reconnaît  immédiatement  que 
6y*x  =  Sx'tY,  de  sorte  que  «I»  x  =  <î>'x.  Donc,  d'après  la  for- 
mule (il), 

â  ;'  U  AIE  11  AAIB  l'  AXB  ) 

m  TTZ  — — . 

Prenons  ponrL,M,N  les  vecteurs  non  coj)lanaires  a,b,-':.  Alois 
il  viendra 

A^B'GfBAUACB) 
iÏAbG 

Mais  (111) 

IJaCB  =:  A  Scb  —  c  s  Ali     1-  b5ac, 

et  de  là 

ni  '—  A-B-5iAB. 

On  trouve  ensuite,  en  vertu  des  relations    «4   » 

/H,  =  —  A-li-,       in^zr-.  —  IPAB. 


—  M)7  — 

latrodiiisaiit  ces  valeurs  dans  la  formule  (iG  , 
a'b'15ab'1'-'c  n;  —  A-B-c  -h  SabUacb  -K  11   aIIacu.b 

=  —  A-B-c  -f-  Ab-i3AC-|-  BA-5bC, 

en  développant  Uacb. 
Djiic 

^      ,  C  -t-  A~'  li*C  -f-  R-*  CiBC 

*-'C  r^  X  =:  

il  AD 

II  est  facile  de  vérifîjr  cette  valeur. 

77.  Résoudre  /'('quatio.'i 

U  ABX  =^  c. 
Ici  la  fonction 

4>  X  =  1)  ABX 

n'est  pas  conjuguée  à  ellc-mcnie.  On  a 

•t'  X  =  tl  ABX  =^  llfiAX. 

Prenons  encore  pour  l,  >i,n  les  trois  vecteurs  non  coplanaires 
A,  B,  c. 

Le  calcul  nous  dtmnera,    par  des  transformations  faciles  et 
déjà  connues, 

W  =r  a'b- S  AB,        /?/,—;   5     S  AB  ^- -i-  a' B",       l/l  o  zrz   "]  ù  \B  ; 

et,  en  substituant  dans  la  formule  (i(3^,  on  obtiendra 

A'B- 6  A3.X  =:::  —    SaC.B"  A  -r      ?.  S  AC  6aB  —    A"  6  BC  ,  B  -\-   a'b'c, 

formule  qui  nous  donne  la  solution. 

Dans  cet  exemple  comme   dans  le  ])réL('dcnt,  nous  laissons 
de   côté  le  cas  de   a,  b,  c  coplanaires,  qui  est   beaucou])  plu 
simple. 

78.  RrsO'tiIrf  réijiiation 

D:\  =  c. 


-   «9^  - 

Voici  iiii  |>rc'iiii('i'  iiKxlf  de  soliilitii  tri's  siinplc.  On  a 
Uk/(E~'  -^  o, 
quelle  que  soil  la  (jnaiititi- si'cllc  //.  Dduc 

U  EX  tr=  Il  E    \  —  h  K~"'  ]  z:z  C, 

c'est- à-dire  uu  vecteur  constant,  indépendant  tic  h.  Donc  le  (|iia- 
toruion  k   \  —  ltv.~^)  est  de  la  forme 

E  (  X  —  //  E~'  )   =  C  -t-  O, 

tant  \\\\  nombre  i('el  aibiliaiio.  De  là 

EX  =  //   ■!-  r  -I-  c  =  ^  +  c     et     x  =  E"'(  /  -t-  C;. 

AppliqucMis  maintenant  la  nK'tliodeyi'nc'ralc.  Choisissons  pour 
L,  M,  N  les  trois  vcctcms  e,  r,  Il  r.c  r^  ec.  On  a 

<I>  X  z=  Il  ex,        'I''  \        :  Il  XF.. 

En  formant,  d'apièsccla,  les  valeurs  de  i».  /ll^^  m^.,  on  trouve 
aisément 

m  =  o,      ll]^z=:  —  E^,      m.,  =  o, 

et,  par  cons('quent,  r('(|nati()n  synd^olique  (i-j     devient 

«l»'  —   E-  «t'  r:=  o. 

Alors,  opérant  pai'  •!'"-, 

<!,  _  k' -!'-'=  'l'--o. 
Mais,  si  'l>""-o  =r  z,  on  a 

<\'^7.=:  Ii(kUf.z)  =o, 

ou  encore 

E-  Z  —  E  5  EZ  =  E  '  F.Z  —  0  EZ  '    r^  O. 

Donc 

U  p.z  :~  o,      c'est-à-dire     z  =:  —  /.  v. 


P;ir  consc^iiioiil, 

+  K-  ,\  =  X  1.  -t-  U  F.C  =  F.  (  /  -}-  c) ,      X  =  !■-'  (  /,•  -+-  c). 
7Î).    Rcsoudrc  réqiKitioii 

\  S  isx  -l-  \'  S  b'  X  -\-  k"  il  b"  \  =  c. 

Celte  ('qiiiUion  peut  être  rcg;iril('e  comme  le  Ivpe  des  équa- 
tions liiiéiiires  vectorielles.  Toute  c<iu;ttion  de  cette  espèce  peut 
être  ramenée  à  cette  ft)rme,  comme  on  le  reconnaît  facilement 
en  décomposant  x  suivant  les  trois  directions  11  b'  b",  l'  u"  n.  Il  kb'  , 
non  coplanaires. 

Le  premier  membre  étant  désif^Mv'  par  «I-x,  nous  awions 

<!>'  X  =:  B  0  AX  -^--  n'  0  a'  X  +  b"  Il  v"  X. 

Prenons  poui-  l,  m,n  les  trois  vecteurs  a,  a',  a".  Alors 

<1>'a    =b6aa     H-b'Oa'a    -1-  u"i5A"A, 
*'a'  =  b6a'a  -f-  h'Sa'a'  -f-  b"5v"a', 

*'a"—  b6a"a  +  b'IÎa'a"-}-  B"ïiA"A". 

De  là 

I   Saa        5a'a       ôa"a      i 

5  (  4.'  a'  .  *'  a'  .  ¥  a"  )  =  S  bu'  r."      S  A  '  A     5  a'  a'      S  a"  a'      . 

I   iiv"A     il  a' a"      C>a"a"  ! 

En  calculant  le  déterminant,  on  trouve  <|u'il  a  poiu-  valeur 

La  quantité  entre  crochets,  comme  on  peut  le  reconnaître  par 
le  calcul,  est  égale  à 

Par  conséquent, 

w  =  —  6  \  \'  a''  5  kb'  b". 


-  -  ?.oo   — 

Fermant  aussi  les  valeurs  de  /»,  et  w.,  nu  trouve 

m ,  =  5   U  a'  a"  U  b'  u"  +  U  a"  a  U  b"  b  -t-  U  a  a  '  1)  bb'  ) , 

m,  =:  13 ,  AB  +  a'  b'  -f-  \."  b"  ) . 

Ou  a  aiusi,  pour  la  solution  cherchée, 

-    SAA'A".5BIi'B".X 

=  — S(1)a'a"Ub'b"h-  11a"aI)b"b4-  Uaa'Ubi'.' 
—  S(ab  +  a'b'-I-  v"b")<I>cH-  «t-c, 

ou  encore,  les  calculs  effectue's, 

5  aa'  \"  6  bb'  b"  X  -zz  U  b'  b'  i.î  a'  a"  c  -T-  Il  b'  b  S  a"  ac  -i   U  bb'  S  a  a'  c . 

On  serait  arrivé  beaucoup  plus  facilement  à  ce  résultat  eu 
oj)érant  successivement  sur  l'ccpiation  donnée  par  6  a' a"  X» 
A5a"a  X,  Saa'  X. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Résoudre  l'éiiuation  Uaxb  =;  IIacb. 

2.  Résoudre  l'équation  ax  -;    xb  =:  c. 

3.  Piésoudrc  l'équation  x  -i-  axb  =t.  ab. 

4.  Résoudre  l'équation  axa~'  -t-  kxb   '  nr  cxc'. 

5.  Résoudre  l'éqtuition  axbx  rzr  xaxb. 
0.  Résoudre  ré(piation  A\  B.v —_  xn\A. 

7.  Résoudre  1  équation  a  6  bx  -:    bIpax  —  aVIbx:=c. 

8.  a,  n,  c  étant  trois  vecteurs  unitaires  orthogonaux,  démon- 


trcr  qu'on  n 

5(lU<J'  vl)B'l'nl)K'I'C       -=   —  //VÔB'I-    -'a6b     'I'    —    '1''     A, 

et   par  suite  que  tctte  expression  est  imllr  si  1 1  fiin  ti-  ii  <!■  est 
conjuguée  à  elle-même. 

9.  Trouver  les  valeurs  ilr 

::ll   Ua'I'a.Ub'I'I!  .      l5    Ua'I'a.IIb'I-b        et      iiAÔvl'A, 
dans  l'hypothèse  de  l'exercice  précédent. 

10.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  opérations,  repré- 
sentées par  les  fonctions  «I»  et  M',  soient  coninuitatives. 

1 1 .  Démontrci-  qu'on  a 

«1'     U  <!•  \  -l--  X    —  -^ ,  -  -  -  U  X  *  X  =  /y^  U  X  <l'  X . 

S   x't'X'l'-x  ! 

12.  Exprimer  Uxl'x  en  fonction  de  x,  tx,  4'-x  et,  d'après  le 
résultat,  trouver  les  conditions  pour  que  «l»  x  soit  de  même  di- 
rection que  x. 

13.  Connaissant  les  coefUcients  de  l'équation  cubique  fonda- 
mentale en  <!•,  trouver  ceux  des  équations  cubiques  fondamen- 
tales en  <!•-,  '!'■',..  ...  1»". 

IV.  Démontier  les  relations 

<I>    Ua^'a)   —  /»tlA'l''~' A  =  G, 

(«t>  ^    m,   Ua'I-'a  -  -  Ua'J''-a. 

15.  Démontrer  que  les  équations  cubiques  fondamentales 
en  «î>'r  et  en  M'I»  sont  les  mêmes. 

16.  Trouver  les  fonctions  linéaires  inconnues 'l'  et"!»,  d'après 
les  relations  4'  +  'l'i=  -^y  *•!>,=  /. 
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17.  Montrer  que  la  valoiu'  de 

ll^<l'A'l  A  +  <I'bMb  4-  'l'cM'c) 

reste  constanle,  quel  ([ue  soit  le  système  des  vecteurs  unitaires 
ortliojj'onaux  a,  b,  c. 

18.  La  fonction  <I>  est  conjuguée  à  elle-même  et  x,  y  sont 
deux  vecteurs  quelconqjies.  Démontrer  que  les  deux  équations 
suivantes  sont  des  conséquences  l'une  de  l'autre  : 


Hvl 

(5x4>x**x)*^       (Sy1)y*-y 
Y  Ux4>x 


2 

2-r  \3 


(Sy^y'I'-y  ]■'        (i5x'I>x<l>-x)'' 
De  ruiie  comme  de  l'autre  on  tire 

(  S  4«  X  1>  Y  ■*  =  5  X  <1>  x  <1'-  x  .  6  Y  'I'  V  '1'-  y. 

19.   Soient 

x=:  :rii,  M-  Xjio-f-  •''3I3 
et 

<^X  =:  «1  11  61,  X    -f-  /TolaSijX  +  <73l3Sil3X. 

On  propose  d'écrire  sous  la  forme  cartésienne  les  équations 
suivantes  : 

£l.x  =  i.      £ix4>5x  — — I,      £ix(<l>5— x-)->x=-  — I, 

20.  Résoudre  les  équations  simultanées 

SaX  =  G,       SaX'I>X  rrr  O. 

21.  Ré.soudre  les  équations  simultanées 

S  AX  rr=  G,        Sx'l'X  -  -  O. 


22.     MorUrcf  (|iit'   p;)iir  foule    r():i(li()ii    vectorielle    linéaire 
conjuguée  à  elle-nicnie  «l»  on  peut  ('eiiit' 


<!> 


o[l  -h  ./•)»  4-  h{l>   -h.r'  [/  4-j)  4-f  (/.  4- j)», 


a,  b,  r,  ./•,  > ,  ;  t'l;uit  des   nombres  réels  et  •^,/  deux  fonctions 
vectorielles  ilouiK-es.  Discuter  ce  résultiit. 
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CHAPITRE  XL 

LES  siarvciis  m  sircoND  oudiuc. 

Équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre. 

133.  Écrivons  sous  la  forme  carlcsicnnc  rcqualioii 
générale  des  surfaces  du  second  ordre 

[  -h  c"i.ri  ^- fj.ro-f-  ^3^:34- /  =  o. 

Soient  X  le  vecteur  d'un  point  quelconque  delasurface 
et  Al,  Ao,  A3  des  vecteurs  unitaires  dirigés  suivant  les 
axes  coordonnés.  Nous  avons,  par  la  formule  (ai)  du 
n°113, 

XÔAjA^Aa  =  A]  'ÎAo  A3X  -f-  A2  5a3  \,  X  4     A^Sa,  AjX, 

c'est-à-dire,  en  jiosanl 

Ua,  A,  1Ia,A,  Ua,Ao 

Zi '-  =  "d        ZZ =  B^.        -: ^  =^  Bj, 

SAiAiAj  SA|A,A3  '  SA1A2A3 

(?.  )  X  =  A,SBiX-i      Ao  SB;>X  -i-  A3  6B3X. 

Donc 

j-,  —    CiBjX,      .r^-ÔBoX,      .rjrrrÔBjX. 

Si  nous  remplaçons  jri,a'o,X3  par  ces  valeurs  dans 
l'équation  (i),  nous  obtiendrons  des  termes  des  formes 
(Sax)-,  SaxSbx  et  Scx,  plus  un  terme  tout  connu. 


—    7i)J    — 
La  pri'inirrc  de  ces  luniR'S  claiil  un  ca^  |)arlic:iilici' tic 
la  seconde,  il  en  résulte  que  réqnalion  la  |ilus  générale 
de  r('(|iialion  des  sm  l'aees  du  second  ordre  |)eul  s'éci'ire 

Si  nous  IranspoiLons  Toii^ine  en  1»,  en  lemplaranl  \ 
parx-|-R,  réqualidii  deviendra 

^^OaxCibk  -i-  6.\[- '  A  5bu  -i-  b5ah  ]  +  c]  -{-  1  Gah  0  br  r=  ^. 

Si  mainlenanl  nous  délcrminons  le  vecleur  ii  par  l'é- 
(pialion  vecloiielie  du  premier  deyré 

(  4  )  ii  [  A  5  Bi'.  -1-  B  S  AH  '     !-  c     -r  o, 

que  nous  avons  appris  à  résoudre  dans  Je  Chapitre  pré- 
cédenl,  ré([tialion  se  rétiuira  à  la  forme 

l  5)  ïGaxIibx    --  //, 

et  il  est  évident  que  Toriyine  est  un  centre,  puis(pie 
l'équation  n'est  pas  altérée  quand  on  change  x  en  —  \. 
Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  restreindrons  exclu- 
sivement à  l'étude  des  surfaces  à  centre  unique,  c'est-à- 
dire  aux  cas  où  l'équation  (4)  admet  une  solution  et  une 
seule. 

Équation  d'une  surface  à  centre  unique,  rapportée  à  son  centre. 

13i.   L'équation  ^5)  du  numéro  précédent  peul  s'é- 
crire 

(i)  Oxï  aSbx   t-bIiax    -=ih 

on,    en   di\isanl  par  2//,  ce  qui   n"a  pour  cfTet  que  de 
mod Hier  les  modules  des  vecteurs  constants, 

fa)  !3x:i:f aOb\ -;- bSax]  =  I. 


2ol)     

l'osons 

(  3  '  *  X  =-  ii  (  A  S  BX  ^     B  s  AX  ] . 

L.t  loiiclioii  '!>  \  rcnlrc  cvidoinnicnl  thins  la  classe  des 
ronclions  vectorielles  linéaires  que  nous  avons  éludiécs 
dans  le  (.liapilrc  précédcnl,  et  elle  est  conjuguée  à  elle- 
même . 

L'équation  (2;,  par  l'inlroduclion  de  cette  fonclion  «l-, 
prendra  alors  la  (brinc  très  simj^le 

(4)  5\<I>\=i. 

On  remarquera  ridcnlité  de  forme  avec  l'équation  que 
nous  avons  obtenue  en  étudiant  l'ellipse  au  Chapitre  VI. 
Les  fonctions  *!'  que  nous  avons  rencontrées  alors  et 
celle  qui  figure  dans  la  présente  étude  ne  sont  que  des 
particularités  de  la  fonction  vectorielle  linéaire  générale 
du  Chapitre  X. 

Plan  tangent. 

13o.  Prenons  un  point  sur  la  surface,  j)uis  donnons 
au  vecteur  de  ce  point  un  accroissement  quelconque  (!\. 

Nous  aurons,  en  diflercntiant  l'équation  de  la  surface 
et  en  tenant  compte  de  ce  que  la  fonction  *  est  con- 
juguée à  ellc-mcme, 

5 r/x 4» X  —  «•  X '1' (/\  ~-  2  5  fl\<\<\  =-  o. 

Donc  toutes  les  tangentes  à  la  surface  en  X  sont  situées 
dans  un  même  j)lan  perpcndicidairc  à  'I'\.  Si  Y  est  un 

[)oinl  cjuelcoiupic  de  ce  plan,  v  —  x=^— ?  £  étant  iiii 

indiiiinent  petit  réel.   Donc  l'équation  du  plan  tangent 
peut  s'écrire 

S'y    -  \    <l>x  =  o, 


J.\^  J     

c'csL-à-dirc,  t-n  verlu  de  rôqualioii  de  l.i  siirracc, 

(i)  Svl'xr^i 

ou 

(  2  )  S  X  '!•  V  =  1  . 

Il  csl  évident,  d'après  eela,  (|iie'I'x  est  un  \i'cl<'ur  nor- 
mal en  X  à  la  surfiicc. 

136.  Soit  ON  une  perpendiculaire  abaissée  <lu  centre 
sur  le  plan  langent.  Nous  avons 

et  de  plus,   [tuisquc  N  est  dans  le  plan  tangent, 

3  Û  '1'  X  <1>  X  r=.  z    *  X  ;*  =:  I  . 

Donc  z  =. r-)  et  le  niodide  de  ON  ou  de  z'^\  est 

£,N^— ,        d'où       N  =3  («l»x)-'. 

H  i[,  X  ^ 

Ainsi  <t>x  représente  un  vecteur  normal  en  X;  et  la 
longueur  de  ce  vecteur  est  l'inverse  de  la  distance  du 
plan  langent  an  centre. 

De  là  encore  on  peut  tirer  aisément  l'écpiation  de  la 
surface  podaire,  le  centre  étant  pris  pour  pôle.  Nous 
avons  en  effet 

d'où,  opérant  [jar*""', 

x  =  'I'-'n-'. 

Substituant  dans  l'équation  de  la  surfiicc, 

(3)  On-'<1--'n-'=i. 


—  oo8    — 

137.  Supposons  que  des  plans  lani;eiUs  passent  Ions 
par  un  point  fixe  P.  Soit  x  le  vecteur  d'un  cpielconque 
des  points  de  contact.  Alors,  d'après  l'équation  (2), 

(  4  )  G  X  '!•  p  =:  I , 

ce  qui  montre,  <i'P  étant  un  vecteur  constant,  que  tous 
les  points  de  contact  sont  situés  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  «l'P,  c'est-à-dire  parallèle  au  plan  tan- 
gent au  point  de  rencontre  de  OP  avec  la  surface.  Ce 
plan,  dont  la  section  avec  la  surface  donne  la  courbe  des 
contacts,  est  le  plan  polaire  du  point  P. 

138.  Soient  maintenant  des  plans  tani;cnts  parallèles 
à  une  droite  donnée  a.  Le  point  x  -,-  ca.  doit  appartenir 
au  plan  tangent,  quel  que  soit  ".  Donc,  si  nous  prenons 
l'équation  du  plan  tangent  sous  la  forme  (  2  ),  nous  avons 

Sxl"   X  4-  sa'  :=  r, 

c'esl-à-dire,  puisque  le  point  X  est  sur  la  suriace, 

(  5  )  e  X  4-  A  =  0 

La  courbe  de  contact  est  donc  située  dans  un  plan  qui 
passe  par  le  centre.  Ce  plan  est  perpendiculaire  à  <J>a. 

Si  nous  avions  mené  par  le  centre  le  vecteur  paral- 
lèle à  A  jusqu'à  la  surface,  la  normale  au  point  de  ren- 
contre eût  été  parallèle  à  «t'A.  Donc  le  plan  de  contact 
est  parallèle  à  ce  plan  tangent. 

139.  Dans  l'hypothèse  du  n°137,  on  peut  se  proposer 
de  déterminer  le  cône  circonscrit  correspondant  au 
point  P,  c'est-à-dire  le  lieu  des  tangentes  à  la  surface 
issues  de  ce  point. 

Le  point  de  contact  d'un  des  plans  tangents  étant  X, 


—     'ng    — 

nous  aiiroii>.   pour  Ir  vrcinir  iliin  iiiimi  (iiiilcoriniic  de 
la  lanycDlc 

Si  l'on  l< '111  place  \  par  >a  \  a  leur  liiéc  de  [Gj,  piii-  ipi'oii 
élimine  z  enlre  les  deux  é(piali(tii>  ré>tillaMles,  on  lroii\e 
aisémenl 

0  Y  '1'  Y  .  0  V  'I'  1-       -   S  Y  'I'  Y  Si'  'l>  V  T-z      Ci  Y  '1'  P     '  —  2  Ô  Y  l'  !• 

ou,  en  ajoiilaiil  i  di'  pari  cl  d'aulic, 

^7)  ÔY'I'Y  —  I       i5l>'lM'  —  I     ;^  ^St*!'  —  i'-. 

Telle  esl  ré<pialion  du  cône  circonscnl  cherclic. 
i'die  ■<<•  ii'diiir.iil  à 

ô  Y  '!•  ■»    6  1"!'  I'  —  1     :  -  ^  5  Y  '1'  !•   - 

SI  l'on  transporlail  r(>iit;ine  au  >oniniel  P. 

Si  dans  1  équalion  (y)  on  remplace  p  j)ar  :z — a,  puis  si 
l'on  fait  croître  y.  iMil('-liniMienL  il  sieiil  à  la  limite 

^8)  (S.Y'I'Y  —  I     ^A'^A     -      5\  'l' A    -. 

C'est  ré{[ualion  dii  c\lnidre  circonscrit  parallèle  à  la 
direction  a. 

Plans  diamétraux  et  diamètres. 

140.  Proposons-nous  de  clierclier  le  lieu  Ai-^  milieux 
des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée  a. 

Soit  z  le  vecteur  de  ce  point  milieu;  les  deux  extré- 
mités de  la  corde  considérée  auront  pour  \ecteurs 
z  -j-  TA,  L  —  TA.  C«'S  deux  poinl>  appartenant  à  la  sur- 
I,.   —  QiKitcrntuns .  I-j 
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i'aco,  nous  aurons 

ô{z  -\-  z\]<if[z  -h  zk]  =  ly      S(z  —  z\)'l>[i  —  za)  =1, 

cl  de  là,  par  souslraclion, 

(i)  5z<l>A  =  o, 

C'est  l'équalion  d'un  plan  passant  par  le  centre.  Ce 
plan  diaiiicl/d/,  correspondant  à  la  direction  a,  est  donc 
parallèle  au  plan  tangcnl  à  l'exlréinilé  du  diamètre  pa- 
rallèle à  A. 

141.  Soient  BOC  ce  plan,  Bet  Cdes  points  appartenant 
à  la  courbe  d'intersection  avec  la  surface.  On  a,  en\ertu 
de  l'équation  (i),   (piel  que  soit  b, 

(2)  5b'I'A=0,        d'où       £>A'1'B=0. 

Donc,  A  représentant  le  point  de  rencontre  de  la  di- 
rection A  avec  la  surface,  le  plan  diamétral  correspon- 
dant à  la  direction  OB  passe  par  A. 

Si  nous  supposons  maintenant  (pic  ce  dernier  plan 
soit  AOC,  nous  avons 

5c'l'B  =  o      ou      Sb1»c  =  0; 

mais,  puisque  les  relations  (a)  sont  indépendantes  du 
point  B  de  la  section  BOC,  on  a  déjà 

iÎA'l'C  =z  o. 

Par  conséquent,  le  plan  diamétral  correspondant  à  la  di- 
rection c  n'est  autre  que  AOB. 

jNous  avons  ainsi  trois  demi-diamètres  OA,  OB,  OC 
tels,  que  les  cordes  parallèles  à  chacun  d'eux  sont  divisées 
en  parties  égales  par  le  plan  des  deux  autres.  C'est  ce 
(pion  appelle  un  svslème  de  deini-diu/nètres  conjugués; 


Ail      

les  trois  |)l;ms  (pTils  lurniciil  sont  dv-^  plans  iliditirl i aux 
conjui^ms. 

Il  est  à  romar(|inr  (|u  ici,  ilims  iiulio  niaiiiùiL'  de  ji;ir- 
Icr,  nous  raisoimons  im|>licil<'iii('iil  sur  un  cIlipsoMlc, 
lorsque  nous  supposons  (jue  les  points  A,  li,  (^sonl  réels; 
mais  il  est  aisé  de  se  convaincre,  en  y  rej^ardant  d'un 
peu  près,  que  cela  n'altère  pas  la  généralité  des  résultats, 
qui  peuvent  être  étendus  aux  autres  surfaces  à  centre 
unicpie. 

li;2.  En  résumé,  entre  trois  directions  conju<;uécs  a, 
B,  c,  nous  avons  les  relations 

(  '3  j        5  A  '1'  B  =  6  B  'I'  A  :_^  ii  B  '1'  c  :^  5  c  'l*  B  :=:  6  c  1'  A  :=;  0  A  'I'  c  i:^  G. 

Le  vecteur  c  est  donc  perpendiculaire  à  la  fois  à  i-a 
et  $B,  et,  par  suite,  il  est  delà  forme  iv  11  •{>  a  t  c  ;  de 
même,  <i>c  est  per|)endiculaire  à  a  et  u  cl  égal  à  u'U  ab. 
Ainsi, 

(4)  A  :=  uU'l'B'l'C,  B  =  rlJ 'l'C'l' A,  C  =:  (lU 'l' A'I' B, 

(5)  <t'A  =  «'UBC,  •l>B=:  r'U  CA,  l'C  :=  Il  'U  AB. 

Il  \   a  lieu  de  remarquer  aussi  la  relation 

(6)  .(.-'*-'  U  AB  ^<llM' A 'l'B, 

dont   on  saisira    toute   l'analogie,  nous  pourrions  dire 
l'identité,  avec  les  considérations  j)résentées  au  n°  1120. 

Nouvelle  forme  de  l'équation  de  l'ellipsoïde. 

1-43.  Soit  que  nous  écrivions  <i>  x  =  -  4-x,  ou  s\mbo- 
liquemcnt 

l'équation   générale    des  surfaces    à    centre  du   second 


ordre  tle\lcndra  alors 

lix*I  -X  =       •  I, 

OU,  M  \  claiil,  coininc  -l-x,  conjuguée  à  elle-même, 

OU  fudu 

(2)  iTx  =  i, 

nouvelle  forme  de  l'équalion  (juc  nous  appliquons  désor- 
mais à  Tellipsoïde  seul. 
En  écrivant 

(3)  s  =  Tx, 

nous  voyons  que  le  lieu  du  point  s,  donné  par 

(4)  Zs=.i, 

est  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité. 

Ainsi,  par  la  déformation  que  représente  l'opéra- 
tion T,  rellipsoïde  peut  se  transformer  en  une  sphère.  Il 
est  clair  que,  réciproquement,  la  sphère  se  transforme 
en  un  ellipsoïde  au  moyen  de  l'opération  inverse 

(5)  x  =  4-»s. 

Les  équations  (3)  du  n"  1  4!2  dL'viennent  alors 

de  sorte  que,  si  p,  q,  u  sont  les  rayons  de  la  s()hère  cor- 
respondant à  A.  B.  c,  il  \ient 

Les  rayons  correspondant  à  un  système  de  demi-dia- 
mètres conjugués  forment  donc  un  système  orthogonal, 
et  réciproquement. 


—     o,3     — 

\Ai.  l'oiir  prcmlrr  (!«'■«;  nuiinlcnant  une  idéi'  jirécisr 
des  relations  entre  les  fonctions  <!•  <i  'i,  rapportons  le  vec- 
teur x  an\  trois  directions  orllio;j;onales  I,,  i,,  r,  (|ue  nous 
supposerons  dirigées  suivanl  les  axesdel'ellipsoïde.  Nous 
aurons 

(6)      X  =  ./il,  +X.,Ij-f-X,l3  = (l,Sl,X  +  l2Sli\-l-I^f'I,X    . 

La  lonclion  'l-x  jirendra  alors  la  forme 

,|.^^.,S.x_^,^x^x,S.,x^ 
«-  a',  al 

ce  qui  donne  pour  l'équation  de  l'ellipsoïde  Sx-l-x  =  i 
la  relation  l)i(Mi  connue 

(8)  'i-f--f+^=i. 

ai        a:,        rt- 

Puisque  I'x=  — "J'ix,  l'opération  >r  doit  être  telle 
qu'en  la  répétant  deux  fois  et  cliangeant  le  signe  on  oIj- 
tienne  le  même  résultat  que  par  l'application  de  l'opé- 
ration <1>.  Cela  nous  donne 

ii,x        i.Si.x        It6i,x\ 


;p>  Wx^--[  --+--—■ 


^3         / 


comme    il     est    aisé    de   le    vérifier    par   un  calcul   très 
simple. 

Donnons  encore  les  relations  suivantes,  que  le  lecteur 
vérifiera  non  moins  facilement  : 

lO)  <I>*X=—      -. h         ^ h       —7 —     1 

\     "\  "î  ^'i     / 

(il)         't'-'x  —  r/ji,6i,x  -T-  al  i.Si.x  -I-  «:^i3  5i3X, 

(ta)         M'-'x=:  —  (^/iii5i,  X  —  <^/.i.5  i.x -i- «:,I3?I.X   , 


i3 


^    X  =  M-'Mx 


I       =  —   «,  I,  5i,M\  -;-  rt.i,  6ij,4  \  --  r/jijSijH'x)* 
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Ces  fondions  sonl  ('videninienl  toutes  vectorielles  et 
linéaires,  et  elles  jouissent  les  unes  cl  les  autres  des 
propi'iélés  fondamentales  que  nous  avons  étudiées. 

On  voit  pourquoi  nous  avons  du  raisonner  sur  l'ellip- 
soïde pour  conserver  leur  réalité  aux  trois  valeurs  a,, 
«o.  ^3  ^t  de  quelle  manière  il  serait  possible  de  passer  de 
là  aux  deux  hvperboloïdcs. 

Axes  de  l'ellipsoïde. 

145.  La  fonction  «tx,  comme  nous  l'avons  vu,  repré- 
sente la  normale  en  X  à  la  surface.  Si  donc  nous  nous 
proposons  de  trouver  les  points  de  la  surface  en  lesquels 
la  normale  passe  par  le  centre,  il  faudra  obtenir  les  di- 
rections non  altérées  par  l'opération  *,  c'est-à-dire  les 
directions  principales  (128)  de  celte  fonction  l». 

Elles  sont  évidemment  les  mêmes  que  celles  de  l'opé- 
ration M'  =  \'-—  •!',  car,  si  l'Xi  =  —  z'^  \, ,  on  aura  néces- 
sairement 

Ces  directions  principales  sont  celles  des  axes  de  la 
surface,  et  elles  sont  orthogonales,  les  fonctions  étant 
conjuguées  à  elles-mêmes. 

Dans  la  transformation  de  la  splière  en  ellipsoïde 
(  143),  les  directions  des  axes  sont  celles  des  rayons  de  la 
sphère  que  la  transformation  laisse  invariables. 

146.  L'équation   en  s  correspondant  à  la  fonction  <!> 

est 

.v^  —  m  j  s-  -+■  IN  I  .î  —  ///  =  o  ; 

nous  aurons,  par  conséquent,  pour  la  direction  de  l'axe  x, 
correspondant  à  la  racine  ,?,, 

(l)  4<X,=r.v,x,, 


2I.> 


si  nous  appelons  <?,  la  l(inj;iinii-  du  dcnii-axc  suivant  x,. 
Mais  de  la  lorniulc  (i)  nous  lirons 

(3)  .I.-«x.^ix,. 

Si  donc  nous  clicrclions  la  longurur  A,  du  donii-axo 
do,  l'oHij^soïdc 

(4)  6x'l'-'x  =  i, 
dirigé  suivant  x,,  il  \ifndra 

Cil  ^     ■>  '  /  . 

I  =  Sx,  '1'""'  x,  =r  -  X-  = h- 

.y,  .V, 

(5)  5,r^-//f. 

Ainsi  los  trois  racines  de  l'ccjualion  en  .î  représentent, 
en  signe  contraire,  les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellip- 
soïde (  4  ) . 

Si  nous  augmentons  les  trois  racines  de  la  même  quan- 
tité //,  les  difïérences  des  carrés  des  axes  fie  l'ellip- 
soïde (4)  ne  seront  pas  altérées.  Or  léipialiou  eu  s  s'ob- 
tiendra en  transformant  s  en  s-j-Ii,  cecpii  i-evient,  dans 
l'équation  cid)ique  symbolique,  à  Iranslormer*  en  "l»  -+-  //, 
et,  par  conséquent,  <!>-'  devient 

[1>  -f- //'-'. 

Il  suit  de  là  (jue  l'équaliou 

(6)  Sx^t  +  Z/^-'x  — I 

représente  toutes  les   surfaces  liomofocales   de  l'ellip- 
soïde (4)  lorsqu'on  y  fait  varier  le  paramètre//. 


—    ?.  l  fi   — 
liT.    On  pciil  cU-duiro  de  là  (juo  dcu\  sui-facos  liomn- 
focal(^s  du   second  ordre*  se  coup(Mil    orllioj^onalcnienl. 
Soit  en  ellet  une  aulri^  stirfaec  lionioloeale  à  (6)  : 

(7)  5x(«I. -hA'l-'x  — I. 

Si  X  est  vu  piiinl  coniimin  au\  (1(Mi\  siiilaees,  les  nor- 
males en  ce  pi^inl  onl  rcspeclivcnienl  |)()ni-  diiccMions 

N  =:  (*  -f-  /()-'x       et       >'-:     <P  +  //')-'x. 

Y)o  là 

s  nn'  1  -  s  X  ^  <!'  +  /i  ;,-'  I  '!■  -{-  h'  )-'  X, 

les  fonctions   i 'l' + //)~',  ('1'  +  //""''   étant,  eonjiii;iM'es  à 
cUes-niènies. 

Or  on  a  lidiMil  ili''  svnd)oli(pie 

(.„  +  /,)-i;<,.  +  A')-i  =  ^-^,[^.i. +  //)-'-   .1.+/,)-']. 

Par  conséquent,  à  cause  des  (Mjuations  (6)  et  (j),  il 
\  iendra 

(8)  5n>''=:  _L^Sx[(<l>-i-//^-'-  >4-/,)-ilx  — o, 

//  —  Il  -' 

à  moins  (jue  //  =  //'. 

Donc,  si  les  i\v\\y.  surfaces  homofocales  ne  coïncident 
|)as.  elles  se  coupcnl  orlliojnonalcnient. 

Sections  planes. 

1  i8.  Soit  un  plan  passant  [)ar  le  centre  de  la  surl'ace 
ol  perpendiculaire  au  vecteuiA.  La  courbe  d'inlerseclion 
sera  délerminc'e  par  le  s\stènie  des  deux  é(piations 

[\)  5x'l>\-_-i,      Sax  =- o; 

Si   Ton  \eul   en  li'OLiverlcs  axes,  il   fani   clicrelier  les 


directions  (|iii  rcndi'iil  «I  \  niiiMiiiiiin  on  iiiiiiiiiniin,  ('l'-^l- 
à-Jii<'  (|iii  (Idiimiil  (l^\  -  :  <)  on 

{l]  Ô\i/\=z  O. 

Or,  CM  (linV-rcnliiiiil  1rs  ('•([iialions  ( \\  nous  avons 

(  3 )  G  <!'  w/\  r    (> ,      5  \ r/x  I  :  o  ; 

(Ix  doit  donc  èlrc  normal  à  la  fois  à  A,  à  'l'X  cl  à  x;  donc 
CCS  Irois  directions  sont  coplaiiairc^  ce  f|ni  donne 

(4)  Sax'I'x  — o. 

11  est  d'ailleurs  visible  que  Ax  est  un  vecleiir. 

Tl  reslerail  à  rt'soudre  1(^  s\stènie   des   ('([nations  (i) 

c«  (4). 

La  seconde  é([uation     i     peut  s'écrire 

5  aI»"'  't'X  =:  ()       ou       Ci'l' X  "V"'  A  :=  o. 

Ainsi  *x  est  perpendiculaire  à  ■!'"'  A  et  à  Ax. 
Donc  *x  est  de  la  forme 

<1>X  =:  zll    '1"-' A  .  AX    . 

Opérant  par  5.x  X.  on  trouve 

I  =  ;x*!nA'l>-' a; 

de  là 

6  xi'-' A 

x'  '!>  X  — r  X  —  A   .- -p-  ) 

tl  A*!'-'  A 

Sx  +  ^'a  i  .      , 

x— —   I  —  \-*  -'a, 

t»  \■^-'  \ 
cl  enfin 

(5)  Sa   i  —  x-*'-' A  —  o. 


—  o.i8  — 
Celte  équalion  pont  encore  s'écrire 


iÎA(  <!'  -      '-^       A=  o. 


Or,  d'après  les  formules  (12)  et  (i5)  du  n"  l!2G,  nous 
avons,  en  remplaçant  dans  la  première  de  ces  formules g^ 

I 

par -1 

/  I     \"'  .  '       ,  ^  ' 

III, r     'I' :,-  =  m  '\'~    ■ ;     ///.,  —  <!•  )  H r» 

"  \  \-J  \-         -  X' 

en  sorte  que  l'équation  devient,  sous  forme  ordinaire, 

(G)  ///\''  !3a<1'~'  a  —  X-  Sa   III 2  —  "1''  A  H-  A*=:  o. 

En  la  résolvant  par  rapport  àx-,  on  obtient  les  carrés 
des  demi-axes  de  la  section.  Le  produit  des  racines  est 


XïXi  = 


'  5  A  '!•      '  A 


et  par  conséquent  l'aire  de  la  section,  lorsqu'elle  est  el- 
liptique, a  pour  valeur 

TZZX 
y  —  m  Sa'1>~' A 

Si  les  deux  racines  x^  x^   sont  égales,  la  section  est 
circulaire. 

149.   Nous  avons  vu  au  n"  lf3'2  que  la   fonction  *x 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

<I',\  =/x  +  /«l)  [r,  H-  //ij  )  \  (i,  —  «iî)j 

1  ,    •  1  I|  -J-  /M., 

ou,    SI   nous    desif^nons   par   r,  q   les  vecteurs  = — » 

\//n 


—    219    — 

I,—     //!;, 

v'/w 

<I'X  =z  l\  -t-  U  i'\y. 

L'équation  do  toulo  surfarn  du  sorond  ordic  ;'i  cenlro 
unique  })eul  donc  s'écrire 

(7)  /x*-|-  Si'xnv  =  I, 
ou  encore  (  1 1^) 

(8)  1 5i'x 5ox -t- '/ — Spo)x*=i. 

Il  est  évident  sous  cette  forme  que  les  directions  p  el 
Q  sont  perpendiculaires  aux  sections  circulaires,  car,  si 
nous  coupons  la  surface,  par  exemple,  par  le  plan 
iîpx  =  o,  il  nous  reste 

(/  —  î3i>n^  x-=:  I, 

équalion  d'une  sphrre  (pii  a   nirmo  ccnlrc   ([ue  la  sur- 
face. 

Géuératrices  rectilignes. 

130.  Soit  toujours  5\'I'X  =  i  rrcjualion  de  la  surface. 
Si  A  est  un  point  de  la  surface  el  cpi'il  y  ait,  |)assant  par 
ce  point,  une  génératrice^  rectilii;nc  parallèle  à  b,  l'équa- 
tion doit  être  satisfaite  pour  tout  vecteur  a  -+-  zn,  i|utl 
que  soit  z. 

Cela  nous  donne 

S  A  4»  A  -+-  2  ;  C»  A  'l' B   i  -  ;-  5  B  ■!>  B  =  i , 
c'est-à-dire 
(1]  Sa1'b  =  o,     Sb'1'b  =  o. 

La  j^remière  de  ces  équations  est  celle  du  |)l.in  diamé- 
tral conjuiiué  à  la  direcliou  a.    la  second"-  (■••Ile  du  cùne 


0  7  0    

asvmploliqnc.  L'intersoction  do  ce  cône  p.irco  plan  din- 
mélral  donne  donc  les  direclions  des  génératrices  recli- 
Hgnes  passant  en  A. 

Les  équations  (i)  nous  donnent 

>-1'B  — :  Il  AB. 

Opérant  par  i3p,  puis  par  î3q,  v  et  q  étant  deux  vec- 
teurs quelconques  non  coplanaircs  avec  A, 

(ci)        5b  j»I'p -!- IIap  ,  =  o,     Ob  (^'<I»Q  H- Il  aq)  =  o. 

De  là 

5*a(  )*p  -;-  I'ap)  'fi>Q  -t-  Uaq    =  o, 
ou 

/«  )--5apq  -f-  )S<I'a   'l'ptl  aq  -7   11  AP<i»Q;  —  Iia<I>a!5apq  -i:^  n. 

Or 

Il     "1'P.11a'>      r=  qS     1>P.A      aS     «l'P.Q, 

Il    11  AP.  'I'q)  =  —  p  S   *Q.  a)  4-  aS(<I>q.p), 
et  la  somme  de  ces  deux  expressions  est 

Q  5  [  «l»  I'  .  A  )   —    P  6  [  <t>  Q  .  A      izz  o  S  P  <l>  A  —  P  5  Q  <l'  A  1=  Il  [  <!>  A  11  PQ  ). 

Donc  le  coefficient  du  terme  en  r  se  réduit  à 

in 'I' A  "i"  A  II  l'O  =1  o, 

et  l'équation  devient 

n7J-=  6  A  l'A, 

d'où 


/Sa'I'a  /i 

Mais,  d'ajirès  les  éfpiations  (2).  nous  avons 
«B  —  ll(^  «pp  -,-  Uap)  (  v«l>Q  M-  Ùaq) 


on,  par  (les  liiiii>lui-malioiis  analof^iios  aii\  pn'cédcnle?. 

«B  ^r  ///^  -'!'-'  Ul'o     ,     >  U.'I-aU  Im^»      -  aO.  aU  11^., 

cqualion  ([iii,  silon  le  signe  de  j  ,  duiiiiera  rime  ou 
l'autre  des  deux  généralriees  ;  lU)  -  est  d'ailleurs  toujours 
égal  à  I . 

U  PQ  est  un  \ccteur  (|uelconquc,  nctn  pcrpemlieulaire 
à  A.  Désignons-le  |)ar  t,  et  il  \iendra 

/<B  =  '1'-'t  —  aSat        ibi/  — U     'l'A.T 

\    ni     ' 

V 


=  11    'I.a.UaI.-'t    dil/-U    I'a.t). 


Cela  peul  s'écrire  encore 

«b  =  1'-'U:aIM'a.t       :i     —  UtAT, 

^  y  /// 

c'est-à-dire,  en  posant  IH'At  =  i.. 

«b  =  '1>-'Uak.  =L;l      —  K. 

Y   /Il 

Chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  de  u  et  de j  donne 
un  des  systèmes  de  jréncratrices  reclilignes. 


EXERCICES. 

80.  Trouver  sur  un  ellipsoïde  un  point  tel  ijue  le  plan  tangent 
en  ce  point  détache  sur  les  trois  axes  des  segments  égaux  à 
partir  du  centre. 

Prenons  les  trois  directions  i,,  i,,  I3  suivant  les  axes,  etsnitp 
le  segment  détache'.  L'équatinn  du  |»lan  tangent,  si  x  est  le  point 


de  contact,  j)cut  s'écrire 

5  V  <|>  X  ==  I . 
Elle  doit  être  vérifiée  pour  y  -^  /^i,,  /v  i.,  j)!^.  Donc 

y>(lî  I ,  "1'  \  =  I , 
ou,  en  coordonnées  cartésiennes, 


De  nicme, 


.»•,         .r,         ./-.,        I 


"l        "l         ^3        /'         ^  n] -t- a\  -^  al 

81.    Tramer  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  à  un  plan 
tangent. 

X  étant  le  point  de  contact,  le  carré  de  cette  distance   sera 
donné  i)ar 

\^\ 
d'où 

I    _ 

k^~^        ''">  ^  a\    '    a\    '    al 


(*x]^  =  -!  +_^  +  L^. 


82.   Lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  faisant 
un  angle  donné  avec  l'un  des  axes. 

Soit  I3  la  direction   de  l'axe   considéré.    Alors  la    quantité 
SijU'tx  =c  est  constante.  De  là 

0  i3<i>x  =  c«L'l'  x, 

équation    d'un  cône  qui  j)cul   s'écrire,  en  coordonnées  carié- 
siennes, 


•rz  ^  f  -i.'',        ■>',       •'■.7  \ 

-^  =  t-M  -i  +  -4  +  -:^  ) . 

«3         V^'i'     "2     "3/ 


—     2^3     

Ce  cùrii-  il  |»(»iir  nw  i_j,  pour  diieclrico  une  ellipse  de  dciiii- 
axes  r/,  et  «*,  et  son  intersection  avec  l'ellipsoïde  donne  le  lieu 
demande. 

83.  Lien  d'un  point  tel  nue  (a  (listance  du  ceiKie  à  ion  i>liui 
polaire  soit  coustunle. 

Soit  T  le  point  considéré;  l'équation  de  son  pl.ui  polaire  est 

S  X  l"  T  =  I  . 

La  distance  du  centre  à  ce  plan  est  £ — •  L'é(iuation  du  lieu 
cherche  est  donc 

£<1»T  r:r  consl. 
OU 

(*t)*=:  S^'^tI»!)  :—  5'r'l'-'r  --z  const. 

C'est  ré([uation  d'un  ellipsoïde  concentrique  au  premier;  on 
peut  l'écrire  sous  forme  cartésienne 


-4  H r  —  const. 

a  \         il . 


SV.  Si  par  un  point  pris  à  l 'intérieur  d'un  ellipsoïde  on  mène 
trois  cordes  rectangulaires^  la  somme  des  inverses  des  produits 
de  leurs  serments  sera  constante. 

Soient  m  le  vecteur  du  point  donné,  a,b,c  des  vecteurs  uni- 
taires suivant  les  trois  cordes.  Nous  devons  avoir 

5  [m  -1-  xk]  «j»   m  h-  xk)  =  I. 

Le  produit  des  racines  de  cette  équation  du  second  degré  en  x 

est 

S  M  4»  M  —   I 

L'inverse  de  ce  produit  est  donc 

^ —  SaI»  \, 

S  M  1»  .M  —  I 


?.24    — 

et  la  somme  des  inverses  sera 

• b  A  '1>  A  -r-   i.1  B  '1'  B  -i-  i»  C  4'  C    . 

Sm'I'm  —  1  '  ' 

La  (iiiaiitilé  cntio  parcnihèses  est  constante,  car  soit  un  autre 
système  orthogonal  unitaire  \' ,  b',  c',  et 

x'  zz:z  ry_  k  -\-  'it  B  -f-  y  c, 

b'=  a,A  -f-  5,B  -t-  ViC, 

Alors 

5  a'*  a'  r=:  «-5  a  «l'A  -(-  ^'3- 5  B  «t"  B  4-  '/-^C'I'C, 

et  l'on  a  deux  valeurs  pareilles  pour  Cik''1>b',  £ïc''l'c',  ce  qui 
permet  de  vérifier  par  addition  la  j)r()pri('té  annoncée,  car 
vr  -\-  aj  -f  v.\  =  I,  tous  les  vecteurs  considérés  étant  unitaires. 

CoROLLAiRi:.  —  La  propriété  subsiste  non  seulement  lorsque 
le  point  M  est  fixe,  mais  même  lorsque  SimI-m  -  -  i  reste  con- 
sUmt,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  M  se  meut  sui'  un  elli[)SOÏde 
semblable  au  premier. 

85.  Lieu  du  sommet  d'un  trièdie  trirectangle  dont  les  trois 
arêtes  sont  tangentes  <i  l'ellij)soïde. 

Soient  z  le  vecteur  du  sommet,  a  un  vecteur  unitaire  suivant 
la  direction  d'une  des  tangentes  et  z  +  *a  le  vecteur  du  point 
de  contact. 

On  a 

5  ,^  Z  +  .?.■  A  ]  <I>  (  Z  -h  Xk.  i  =  I  , 

et,  pour  (juc  les  deux  valeurs  de  ./  coïncident,  il  faut 

(  S  Z  l»  A  )  -  :^  5  A  •!'  A     S  Z  i>  Z  —   I     . 

On  a  deux  autres  équations  pareilles  en  b.  c;  les  ajoutant 
toutes  trois,  en  tenant  com])lc  de  ce  que  a,  b,  c  sont  rectangu- 


—   aaj   — 
laires  cl  des  itsiilliils  de  l'fxcicice  pivct'ikiil,  on  ubiiciil 

(—  <i'z  »  =  /  (iî/.'!'/     r 

ou 

ûz(«l'^-r-/*)z:_  X, 

ce  (|iii  rt'prcsfiite  un  cUipsoïilc  concrnti  ifjuf  à  rcIlipsoidL'  pro- 
posé. 

80.  D'un  point  dnnitc  sui  In  sttifdrc  d'un  vlli]>snulc  on  iiicnc 
trois  vecteurs  rcctdn^ulaircs  jus(ju'à  lu  ivnio/itiv  de  la  mii/ikc. 
Le  plan  des  trois  points  de  rencontre  passe  par  un  point  fixe. 
Lieu  de  ce  point. 


Soient  \  le  point  donne;  a,  it,  c  trois  diiections  unit.iires  lec- 

.  Alors 

6  \  '!■  \  -  -  1 ,      5  (  X  -t-  /  A  )  •!•  [  x  --  /  A  )  ^^  I , 


t;ingulaires.  Alors 


d'où 

9.  S  A  <!•  \ 


t  = 


5a*a 


5  A  *  X 

Les  vecleurs  des  poinls  do  i encontre  sont  donc  x  —  2  a— — 

'  Il  A  '1'  A 

et  deux  aulres  de  lornie  pareille. 

En  formant  létpiation  du  plan  passant  par  ces  trois  points, 
on  s'assuie  aisément  (pi'ellc  est  vérifiée  par  le  vecteur 

A  5\<i>X '-'-  B!.lBi>X    -I-  Ci'C'l'X  i      , 

Y  =  X  —  2 ; : ;r— —  .\  H 'l'-V- 

ti  A  <1'  A     -  !.i  n  'l' n  -t-  t.1  c  'l' c  /" * 

Delà 

///.,  /  nu 

X  =  -  -     •'•  -^ - 

1    \  2 

et,  en  substituant  dans  ré(iualion  Svl'x        i, 
L.   --   QiiaCrniioiif. 


—  -^^G  — 

C'est  rtHiuation  du  lieu  cherche,  eUipsoîde  concentrique  au 
pniposé, 

87.  (a),  (P),  (y)  sont  trois  ellipsoïdes  honiothétiques  deux  à 
tlcux;  (a)  et  [p]  sont  concentriques;  (y)  a  son  centre  sur  lu 
suif  ace  de  (S).  Les  ellipsoïdes  («)  et  (y)  se  couperont  suivant 
une  courbe  plane  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  tani^cnt 
à  [p]  mené  par  le  centre  de  (  y  ) . 

Écrivons  les  équations  des  elli|)S()ïdes  : 

(a)  5x<I>x  ^^  rt, 

(y)  S[x  —  a)<1>(x  -    A^  ^^^  c. 

On  a 

Ûa4>a  =  b. 

llctranchant  (y)  de  (a),  il  vient 

2 Sx* A  r=  b  -'-  a  --  c, 

équation  d'un  plan  normal  à  la  direction  «I'a,  (juicst  précisément 
celle  de  la  noinialeà    3)  en  A.  Donc,  etc. 

88.  Deux  ellipsoïdes  semblables  et  semblablement  placés 
sont  coupés  par  un  ellipsoïde  luiriablc,  semblable  aux  deux, 
premiers  et  semblablement  placé,  de  telle  sorte  (pie  les  plans 
d'intersection  soient  à  angle  droit.  On  demande  le  lieu  du 
centre  de  l 'ellipsoïde  variable. 

Soient 

Sx^X^-I,       5(X  —  a)*(x  —  a)  =--:  /• 

les  équations  des  deux  ellipsoïdes  donnés, 

S(x  —  z)*(x  —  z)  =3 
celle  de  l'ellipsoïde  sécant.  Par  soustraction,    nous  auroub  les 


5127    

■  doux  plans  d'intersection  : 

2  5  X  <!'  [  Z    —  A  )  =  S  Z  1'  Z   —   S  A  •^  A  —  Z  -:-  / . 

Le  premier  cstnorni.d  à  «l'z,  l'autre  à  <l>(z  —  a).  Pour  que  res 
plans  soient  jicrpendiculaires  entre  eux,  il  faut  donc 

il  '!>  Z  l"    z  —  A  ]  =  o     ou     S   z  —  A   «l»*  z  n=  o. 

Cette  équation  représente  le  lieu  du  point  Z,  qui  est  un  ollii)- 
soïde  dont,  l'équation  cartésienne  serait 

"\         "i         ''3  / 

.T  ,  .7'.,,  x',,  représentant  les  coordonnées  de  A. 

Reinnrrjiic.  —  Toute  c'cpiation  do  la  forme 

S  X  i"  (  X  -f-  A  ]  =  o 

représente  une  suifare  du  second  ordre  A  centre  unicpie,  car  on 
peut  l'écrire 

s(x-f-^)l.(x-|-^j=--^^SA.I.A. 

89.   Discuter  l'équation 

x  =  ?-  A  -f-  «'  B  -f-  '  t  ^-  «  ]'  r. 
En  rapportant-X  aux  trois  directions  a,  r.  r,  on  aura 
■r  >•       ,    - 

X=r-A  +  yB-^-C, 
(l  O  C 

et  r,  j,  c  seront  les  coordonnées  de  X,  généralement  obliques. 
Alors 

■:.  =  t\  ^  =  «^  ^  =  (^  +  «;'. 

rt  />  c 


--TI    =i 


équation  d'un  cône  du  serond  oidre. 


—    0.28    - 
F.n  faisant  tr—  —  ii,  on  a 

vecteur  passant  par  le  milieu  de  \\\.  On  voit  de  même  que  le 
ciMie  touche  les  plans  ROC,  COA  suivant  des  droites  qui  passent 
par  les  niilieux  de  BC,  CA. 

Si  l'on  coupe  jiar  le  i)lan  ABC,  on  obtiendra  donc  une  ellipse 
inscrite  dans  le  triangle  ABC  et  tani;cnte  aux  côt<'s  en  leurs  mi- 
lieux. 

90.  Dans  une  surface  h  centre  du  second  ordre,  on  mène  un 
système  de  trois  demi -diamètres  conjugues.  Trouver  l'enveloppe 
du  jilnn  qui  passe  par  leurs  ertrrniités. 

Soient  A,  B,  c  les  trois  demi-diamèties.  On  a 

S  A  *  A  =;  5  B  «I»  B  =   5  C  '1'  C  =  I  ,        6  A  '!•  B  =3-.   6  R  >!•  c  =--  S  c  <I>  A       "  O  . 

Formons  l'rtpiation 

I 
ti  Y  <!'  Y  — .  - 

d'une  surface  semblable  et  concentri((ue  à  la  proposée. 
On  vérifie  cette  équation  en  y  remplaçant  y'  par 

A  H-  B  +  r. 

D  =;  r; 

-) 

De  plus,  le  plan  tangent  en  D  a  pour  équation 

I 


or 


5  Z  <J>  1)  =r  -  , 


5a «^D^::  6b4>D  =  6c*D  r^-* 


Le  plan  tangent  passe  donc  en  A,B,C. 

Par  conséquent,  l'enveloppe  demandée  du  plan  ABC  n'est 
autre  que  la  surface  homothétique  à  la  proposée  dont  nous 
avons  écrit  l'équation. 


—    11C)    

Le    point  do  contact   avec    l'enveloppe  est   pnri.s('tnent   le 
point  D,  centre  de  gravité  du  triangle  ABC, 


EXERCICES  PROPOSÉS  SUR  LE  CIL\PIiRE  XL 

1.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  d'un 
ellipsoïde  est  constante. 

2.  La  somme  des  carrés  des  distances  du  centre  d'un  ellip- 
soïde à  trois  plans  tangents  rectangulaires  est  constante. 

3.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres 
conjugués  d'un  ellipsoïde  sur  l'un  quelconque  des  trois  axes  est 
égale  au  carn'-  de  cet  axe. 

4.  La  somme  des  inverses  des  carrés  des  distances  au  centre 
de  trois  plans  tangents  menés  ])ar  les  extrémités  de  diamètres 
conjugués  est  constante. 

5.  Par  un  point  fixe  on  mène  des  cordes  à  un  ellipsoïde;  par 
les  extrémités  de  chaque  corde,  on  mène  les  plans  tangents. 
Démontrer  que  les  intersections  des  couples  de  plans  tangents 
sont  toutes  situées  dyns  un  même  plan.  Donner  la  direction  et 
l'équation  de  ce  plan. 

6.  Trouver  l'équation  de  la  courbe  décrite  par  un  point 
(l'une  droite  de  longueur  donnée,  dont  les  extrémités  s'ap- 
jniient  sur  deux  droites  données. 

7.  Deux  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  sont  assujetties  à  se 
mouvoir  dans  deux  plans  donnés.  Former  l'équation  du  cône 
décrit  par  la  troisième  arête. 


—  'i3o  — 

8.  Discuter  l'rquation 

X  r:=  KA  -i-  jSb   4-  '/C, 

avec  la  condition  «^  -f  Pf  -î-  yy.  :=  o. 

9.  Lieu  d'un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  do  ses  dis- 
tances à  un  certain  nonil)re  de  points  donnés  soit  constante. 

10.  Former  l^'quation  de  la  surface  engendri'c  |îar  des 
droites  divisant  proportionnellement  les  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  gauche. 

11 .  Lieu  d'un  |)oint  tel  que  le  rapport  de  ses  distances  à  deux 
droites  données  soit  constant. 

12.  Lieu  d'un  j)oint  tel  (jue  le  cari-é  de  sa  distance  à  une 
droite  donnée  soit  proportionnel  à  sa  distance  à  un  plan  donné. 

13.  Deux  ellipsoïdes  homothétiques  se  coupent  suivant  inio 
courbe  ])lane  dont  le  plan  est  conjugué  à  la  directif)n  de  la  ligne 
des  centres. 

li.  Sur  trois  demi-diamètres  conjugués  a,  b,  cd'un  ellipsoïde, 
on  porte  les  longueurs  a'  =  /7a,  k' zrz  pu,  r!  :=  pc.  Soient  [v.], 
[P),  (y)  les  plans  polaires  de  A',  B',  C'.  Déterminer  la  somme 
des  carrés  des  inverses  des  distances  du  centre  aux  plans  ' y^ , 

(S),  (y). 

15.  Si  l'on  construit  un  parallélépipède  sur  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  d'un  ellipsoïde,  la  somme  des  carrés  des  aires 
des  faces  de  ce  ])arallélépi|)è(le  est  constanle. 

16.  Lieu  des  intersections  de  trois  plans  tangents  aux  extré- 
mités de  trois  demi-diamètres  conjugu('s  d'une  surface  à  centre 
du  second  ordre. 

17.  Exprimer  la  condition  pour  que  la  surface  Sx'l-x  -i 
soit  de  révolution. 


—  u3.   — 

18.  Tiouvcr,  sur  la  surface  ûx'l'  \  i  ,  li-  lit;u  des  pcjiiits  où 
les  génératrices  reeliligncs  se  rencontrent  à  anyle  droit. 

11).  Ti'ou\er  I  (([uatiDn  de  la  suilace  décrite  par  iMie  droiti- 
tournant  aulour  d'un  a\e  ([u'elle  ne  lencontie  pas. 

'10.  Par  le  centre  de  chaque  seclioii  plane  centrali'  d'un  ellip- 
soïde, on  élève  une  perpendiculaiie  sur  lacjuelle  on  prend  des 
serments  »'yau\  aux  deux  axes  de  la  section.  Lieu  des  extrémités 
de  ces  segments. 

21.  Enveloppe  des  plans  des  sections  d'aires  égales  dans  un 
ellipsoïde. 

22.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
d'un  ellipsoïde  sur  un  plan  [)assaiit  par  les  extiémitcs  de  trois 
diamètres  conjugués. 

23.  Si  quatre  surfaces  du  second  ordre  sont  semblables  et 
semblablement  placées,  les  plans  des  courbes  d'intersection  de 
ces  surfaces  deux  à  deux  passent  tous  par  un  même  point. 
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